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PREFACIO A LA SEGUNDA EDICION 


La eilición presente difiere de la primera (1955). Se 
han introducido modificaciones en casi todas las secciones 
del libro. Estas modificaciones son de carácter diverso. 
En unos casos se han mejorado las demostraciones, en 
otros, se ha cambiado el orden de exposición y, en los 
demás, se ha completado ésta con ejemplos y dibujos 
aclaratorios. 

En el libro se exponen con suficiente detalle los temas 
fundamentales del curso correspondiente al programa 
de las Facultades de Física y Matemáticas. Los temas 
que rebasan los márgenes del programa son desarrollados, 
como regla, en forma descriptiva. 

El autor 


PREFACIO A LA TERCERA EDICION 

La edición presente difiere de la anterior (195(5) en 
que contiene ciertos perfeccionamientos de una serio de 
demostraciones. De modo substancial ha sido modificada 
únicamente la exposición del tema sobre la envolvente 
de una familia monoparamétrica de curvas y de super¬ 
ficies. 


El autor 




INTRODUCCION 


La Geometría diferencial os la rama de las Matemá¬ 
ticas que estudia, aplicando métodos del análisis infi¬ 
nitesimal, imágenes geométricas, curvas y superficies, 
en primer lugar, y también familias de curvas y super¬ 
ficies. Un rasgo característico do la Geometría diferencial 
es quo se ocupa ante todo de lus propiedades «locales» 
do las curvas y superficies, o sea, do las propiedades de 
podazos de curvas y superficies tan pequeños como se 
quiera. 

La Geometría diferencial surgió y se desarrolló estre¬ 
chamente ligada al análisis quo, a su vez, nació en gran 
medida de problemas goométricos. Muchos conceptos 
geométricos precedieron los conceptos respectivos del 
análisis. Por ejemplo, el concepto de tangente precedió 
al do derivada y los conceptos de área y volumen, al de 
integral. 

El surgimionlo do la Geometría diferencial se remonta 
a la primora mitad del siglo XVIII ligándose a los nom¬ 
bres de L. Eulor y G. Monge. La primera exposición 
sinóptica de la teoría de superficios pertenece a Mongo 
(«Aplicación del Análisis a la Geometría», 1795). 

En 1827 Gauss publicó su obra «Estudio general 
sobre superficies curvas» que sentó las bases de la teoría 
de superficies en su forma actual. Desde eutonces la 
Geometría diferencial deja de ser una simple aplicación 
del análisis y pasa a ocupar un lugar independiente en 
las Matomáticas. 

El descubrimiento de la Geomotría no ouclidiana que 
se debe a N. I. Lobachevski influyó enormemente en el 
desarrollo de toda la Geometría incluida la diferencial. 
Así, con su conferencia «Sobre las hipótesis en lns que so 
funda la Geometría», dictada en 185-á, G. F. 13. Riemanu 
sentó las bases de la llamada Geometría de Rietnnnn que, 
aplicada al caso de variedades multidimensioualos, ocupa 
la misma posición respecto a la geometría del espacio 
ouclídeo de n dimensiones quo la geometría interior de 
una superficie arbitraría respecto a la guoinolria ouclídea 
del plano. 
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El punto de vista teórico-conjuntista de F. Klein, 
expuesto en su programa de Erlangen (1872), fue desarro¬ 
llado en la Geometría diferencial por E. Cartón que ela¬ 
boró la teoría de espacios do conexión proyectiva y afín. 

En Rusia la escuela de Geometría diferencial fue 
creada por F. Minding y K. M. Petersón quo dedicaron 
sus investigaciones fundamentales a la teoría de dobla- 
miento de superficies. Estas investigaciones fueron con¬ 
tinuadas en los trabajos de muchos geómetras rusos y 
soviéticos. 

El presente libro se basa en las conferencias do Geome¬ 
tría diferencial que el autor dictó en la Facultad de Física 
y Matemática do la Universidad de Jarkov. El autor so 
propuso exponer rigurosamente los fundamentos de la 
Geometría diferencial y sus métodos típicos do investi¬ 
gación sin alterar considerablemente las tradiciones exis¬ 
tentes. Muchas cuestiones concretas de Geometría dife¬ 
rencial aparecen en forma do ejorcicios y problemas y la 
solución de éstos es una condición indispensable de la 
preparación do los estudiantes geómetras. 
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CAPITULO I 
CONCEPTO DE CURVA 

La curva es uno (le los objetos fundamentales de la 
Geometría diferencial. En este capítulo el concepto de 
curva es aclarado en la medida en que lo requiere la 
exposición sucesiva. 


§ 1. Curva elemental 
Curva simple. Curva general 

Antepondremos a la definición dol concepto de curva 
alguna información sobre las aplicaciones de un conjunto 
arbitrario de puntos en el espacio. 

Sea M un conjunto cualquiera de puntos dol espacio. 
Se dice que se tione una aplicación f del conjunto M 
en el espacio si n cada punto X «leí conjunto M se le 
hace corresponder un punto f (X) del espacio. El punto 
/ (X) del espacio se denomina imagen del punto X. El 
conjunto de puntos / (Ai) formado por las imágenes de 
todos los puntos del conjunto M, so denomina imagen 
del conjunto M. 

Una aplicación / del conjunto M se llama inyectlva 
si son diferentes las imágenes de distintos puntos. Sea / 
una aplicación inyectiva. De un modo natural queda 
definida entonces la aplicación / -1 del conjunto } (M) 
que asocio al punto / (X) ol punto X. Esta aplicación 
se denomina inversa de /. 

Una aplicación / de un conjunto M se llama continua 
si cualesquiera que sean el punto X de M y el número 
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8 >0, existe un número 6 >0 lal que para lodo punto Y 
de M la distancia entre los puntos f (Y) y f (X) será 
menor que e siempre que la distancia entre Y y X sea 
menor que 6. 

Sea / una aplicación inyectiva y continua de M. Si 
la aplicación /"* del conjunto / (Al) también es continua, 
se dice que / es una aplicación Iapológica . Siendo / una 
aplicación lopológica, suele decirse que el conjunto Al 
y su imagen / (Al) son homeomorjos o tapológicamente 
equivalente!,. 

Definamos la curva elemental. 

Un conjunto y do puntos del espacio se llamará curva 
elemental si es la imagen obtenida en el espacio por una 
aplicación lopológica do un segmento abierto de la recta. 

Sea y una curva elemental y sea a <t <b el seg¬ 
mento del quo so obtiene por la aplicación / la curva. 
Sean /, (t). / s (t) y /, (i) las coordenadas del punto de la 
curva correspondiente al punto l del segmento. El sistema 
de igualdades 

* “ A (0. y - /. «>. * - /. <0 

se denomina ecuaciones de 1» curva y en forma paramé¬ 
trica. 

Un conjunto G de puntos del espacio se llama abierto 
si para todo punto A' de este conjunto se puede indicar 
un número e >0 tal que lodos los puntos del espacio 
distanciados do A' en monos de e también pertenecen a 
G. Es obvio que el conjunto formado por cualquier colec¬ 
ción do conjuntos abiertos será abierto. 

Se llama entorno de nn punto X del espacio cualquier 
conjunto abierto que contiene este punto. 

Un conjunto Al de puntos del espacio se llama conexo 
si no existen dós conjuntos abiertos C' y G" que dividen 
el conjunto Al en dos partes AI' y Al y de modo que una 
pertenezca sólo a C' y la otra, sólo a G". 

Definamos ahora la curva simple. 

Un conjunto y de puntos del espacio se llamará curva 
simple si este conjunto es conexo y si para todo punto X 
del mismo existe un entorno tal que la parte de y com¬ 
prendida en él constituye una curva elemental. 
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La estructura «global» do una curva simple se aclara 
en el teorema siguienlo. 

La Imagen obtenida en el espacio por una aplicación 
lopolágica de un segmento abierto o de una circunferencia 
es una curva simple. 

Hecíprocamente, cualquier curva simple es la Imagen 
obtenida en el espacio por una aplicación topológica de un 
segmento abierto o de una circunferencia. Brevemente esto 
se enuncia así: una cuna simple es horneomorfa con un 
segmento abierto o una circunferencia. 

No daremos la demostración de esto teorema. Notemos 
sólo que la curva simple se caracteriza plenamente por la 
propiedad, indicada en este teorema, de ser horneomorfa 
con un segmento abierto o una circunferencia; por con¬ 
siguiente, puede ser definida mediante esta propiedad. 

Una curva simple horneomorfa con una circunferencia 
se denomina cerrada. 

Se llama entorno de un punto X de una curva simple y 
la parte común de 1a curva y y de un entorno espacial 
del punto X . Según la definición, todo punto de una curva 
simple posee un entorno que constituyo una curva ele¬ 
mental. En lo sucesivo, al referirnos a un entorno de 
un punto de una curva, sobrentenderemos siempre un 
entorno elemental de este tipo (fig, t). 
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Fig. 2 

Supongamos que la curva simple y os la imagen obteni¬ 
da por la aplicación topológica f del segmento abierto 
o la circunferencia g. Sea X un punto arbitrario de g 
y sea o> un entorno cualquiera do éste. Entonces la ima¬ 
gen de a) obtonido por la aplicación / es nn entorno del 
punto / ( X) en la curva y. Recíprocamente, cualquier 
entorno del punto / (X) puede obtenerse de este modo. 

Una aplicación / do un conjunto M on el espacio se 
denomina localmente topológica si para lodo punto de 
esto conjunto existe un entorno on el que la aplicación / 
es topológica. 

Un conjunto y de puntos del espacio se denominaré 
curva general si este conjunto es la imagen obtenida por 
una aplicación localmente topológica de una curva 
simple on ol espacio. 

Diremos que la aplicación /, do una curva simple y, 
y la aplicación /, do una curva simple y, determinan 
una misma curva goneral y. si entre los puntos do las 
curvas y t y y, puede establecerse, una correspondencia 
topológica tal que coincidan en la curva y las imágenes 
de los puntos correspondientes de estas curvas. 

Con el fin de explicar la segunda parte de esta defini¬ 
ción veamos un ejemplo. En la fig. 2 aparece una curva 
general. Puede interpretarse como la imagen de una cir¬ 
cunferencia obtenida por una aplicación localmente 
topológica siguiendo dos procedimientos distintos que, 
desde el punto de vista de la definición dada, conducen 
a diferentes curvas y que se pueden evidenciar de la 
forma siguiente. 
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Supongamos que el punto se desplaza según la circun¬ 
ferencia. Entonces su imagen se desliza según la curva, 
con la particularidad de que el punto imagen, al recorrer 
la curva, puede tomar sucesivamente las posiciones 1, 2, 
3, 4, 2, 5, pero también puede recorrer la curva en el 
orden 1, 2, 4, 3, 2, 5. Las aplicaciones correspondientes 
a estos recorridos determinan diferentes curvas generales 
aun cuando éstas coincidan en tanto que conjuntos pun¬ 
tuales. 

Supongamos que la curva general y es la imagen 
obtenida por la aplicación localmente topológica / de la 
curva simple y en el espacio. Denominaremos entorno 
del punto / {X) en la curva y la imagen do cualquier 
entorno del punto X en la curva y obtenida por la aplica¬ 
ción /. Puesto que la aplicación / os topológica en un 
entorno suficientemente pequeño del punto X, resulta 
que / (X) posee en y un entorno que constituye una curva 
elemental. 

De este modo, el estudio local de cualquier curva puede 
ser reducido a la consideración de una curva elemental. 


§ 2. Curva regular. 

Modos de representación analítica de una curva 

Una curva y se llamará regular {k veces diferenciable) 
si para todo punto de esta curva existe un entorno que 
admite una parametrización regular, o sea, puede sor 
representado por unas ecuaciones en forma paramótrica 

*-M0. y = U «). * = /»(<), 

donde h, / s y f a son funciones regulares (k veces conti¬ 
nuamente diferenciales). Siendo i = 1, la curva se 
denomina suave. 

Una curva se llama analítica si admite una parame¬ 
trización analítica (/,, /, y /, son funciones analíticas) 
en un entorno suficientemente pequeño de cada uno de 
sus puntos. 

En lo sucesivo consideraremos exclusivamente curvas 
regulares. 

Según hemos visto en el parágrafo anterior, toda curva 
puede ser representada, en un entorno de cada punto, 
2-0209 
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por ecuaciones en forma paramétrica 

x = x ( t ), y = y (0, 2 = z (0. 

donde x (í), y (t) y * (0 son unas funciones definidas en 
un intervalo a <t <b. 

De modo natural se plantea la cuestión:¿cuándo el 
sistema de igualdades 

x = x (/). y — y (t). z = z(t) (a < t < b) 

determina una curva regular, o sea, cuándo estas igual¬ 
dades pueden considerarse como ecuaciones de una curva? 
En muchos casos la respuesta se obtiene del teorema 
siguionto. 

Teorema. Si x (t). y «) y z (/) son unas funciones regu¬ 
lares que cumplen la condición 

*'*(<) + »'• y) + *”(0>0 (a<l<b). 


entonces el sistema de igualdades 

x ~x (t), y = y (i), 2 = 2(0 (o <t <b) 


representa las ecuaciones de una curva y. Esta curva es la 
imagen del segmento a <1 <b que se obtiene por la 
aplicación localmente topológica que asocia al punió t 
del segmento el punto del espacio con las coordenadas x <í). 
y (0 y z (0- 

Aquí sólo debe demostrarse la afirmación de que la 
aplicación indicada es localmentc inyectiva. Demostre¬ 
mos esta proposición. 

Si es falsa, existe un /„ en cuyo entorno, por pequeño 
que seo, se pueden señalar t x y (t¡ ^ * a ) tales que 
x (t,) — x (l t ) = 0, y (t¡) — y (í a ) = 0, 

2 «i) - 2 «*) = 0. 


Según el teorema del valor medio, de aquí obtenemos 
x' (O,) = 0, y' (d.) = 0, z' ($„) = 0, 

donde 0- a y Os están comprendidos entre i, y t t . Puesto 
que íj y l¡ son ton próximos a í 0 como se quiera, de la 
continuidad de las funciones x' (t), y' (<) y z' (t) resulta 
(i,) = 0, y' (í 0 ) = 0, {«o) - 0 
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y, por consiguiente, 

z' ! (fo)+¡/' 2 (*»)+2' z (W = 0- 

Llegamos a una contradicción. Hemos demostrado la 
proposición. 

Con una selección adecuada de los ejes de coordenadas 
x, y y z, algunas curvas admiten la parametrización 

x = t, y = <p (i), z = ’í (0 (a < í <b) 
o 

y = <P (*), a — i|> (*) (a <x <b) 

que viene a ser lo mismo. En muchos casos esta para¬ 
metrización resulta especialmente cómoda. En relación 
cou esto surge la cuestión: ¿ cuándo admito una curva, 
al menos «localmente», semejante parametrización? La 
respuesta aparece en el teorema siguiente. 

Teorema. Sea y una curva regular y sea 
x =h (í), y =/,«). *=/.(<) (a<l<b) 

una parametrización regular de esta curva en un entorno del 
punto (x 0 , y„, z 0 ) correspondiente a i = t 0 . Supongamos 
que ¡\ (t) ^ 0 en este punió. Entonces, en un entorno suji- 
cientemente pequeño del punto t a , la curva y puede de¡inirse 
por las ecuaciones 

y - <(■ (■*). * = i|> (*)» 

donde <p y t|> son ¡unciones regulares de x. 

Efectivamente, según el teorema de las funciones 
implícitas, existe una función regular % (x) que es igual 
a t 0 para x = x 0 y que satisface la ecuación 

x = h (X <*)) 

para lodo x próximo a x„. Derivando esta ideutidad 
y lomando x — x 0 , encontramos 1 = ¡\ (¿„) %' (xo), do 
donde x' ( x ) 0. De modo que la función x (x) es monó¬ 

tona en un entorno de x 0 y, por consiguiente, siendo ó 
suficientemente pequeño, la aplicación del segmento 
x 0 — ó <x <x 0 + 6 en el eje i, determinada por la 
igualdad i = x (*). será topológica. 

De aquí resulta que el entorno x (x 0 — ó) < t < 
< X (x a ó) de la curva y puede definirse mediante las 
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ecuaciones 

y = /i (X (*)). 2 = /» (X <*)) 

(*o — 6 <z <z, + 6). 

Hemos demostrado el teorema. 

Consideremos ahora la representación implícita de la 
curva limitándonos primero, para simplificar, a curvas 
planas. 

Una curva se denomina plana si todos sus puntos per¬ 
tenecen a un plano. Aceptaremos que éste es el plano xy. 

Diremos que una curva plana viene definida por la 
ecuación] 

<P (*. y) = 0, 

entendiendo con ello exclusivamente que las coordenadas 
de los puntos de la curva satisfacen esta ecuación. Pero 
pueden existir puntos del plano que satisfagan esta ecua¬ 
ción y no pertenezcan a la curva y también puede suceder 
que el conjunto de todos los puntos del plano que satis¬ 
fagan la ecuación <¡p ( x , y) = 0 no constituya siquiera 
una curva en el sentido de la definición dada en el pará¬ 
grafo anterior. 

El teorema siguiente desempeña un papel_ importante 
con relación a las curvas definidas por ecuaciones en forma 
implícita. 

Teorema. Sea q> (z, y) una ¡unción regular de las varia¬ 
bles x e y. Sea AI el conjunto de los puntos del plano xy 
que satisfacen la ecuación 

<P (*, y) = 0 

y sea (a:,,, y 0 ) un punto de este conjunto en el que cpj + 
+ <p£ -/= 0. Entonces el punto (z 0 , y„) posee un entorno 
tal que todos los puntos del conjunto M pertenecientes a él 
forman una curva elemental regular. 

Demostración. Supongamos, para concretar, que en el 
punto (z 0 , y o) es <p„ 0. Según el teorema de las funcio¬ 

nes implícitas, existen unos números ó y e, mayores que 
cero, y una función regular 9 (z), definida en el intervalo 
i 0 — 6 <i <i»+ 6, tales que todos los |puntos 
(z, i|j (z)), x 0 — o <z <z„ + ó, satisfacen la ecuación 
9 ( z > y) = 0 y, además, con estos puntos se agotan todos 
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los puntos del rectángulo x„ — 6 <x <x 0 4- 8, y„ — 
— e <y <y o + e que satisfacen la ecuación q> (x, yj — 
= 0. La curva elemental de la que trata el teorema viene 
definida por la ecuación 

y = i|> (a:) ( x„ — 5 <x <x 0 4- ó). 

Hemos demostrado el teorema. 

El teorema correspondiente a las curvas espaciales 
consiste - en lo siguiente. 

Teorema. Sean q> (x, y, i) y \J) (x. y, z) junciónes 
regulares de las variables x, y y z. Sea M el conjunto de 
los puntos del espacio que satisfacen las ecuaciones 

<p (x, y, z) = 0 y \|j (x. y, t) = 0 

y sea (x 0 , y 0 . z„) un punto de este conjunto en el cual es 
Igual a dos el rango de la matriz 

ÍVx <Pp <Pí\ 

W* ’lv «M* 

Entonces el punto (x 0 , y a , z„) posee un entorno tal que todos 
los puntos del conjunto M pertenecientes a este entorno 
constituyen una curva elemental regular. 

La demostración de este teorema también so basa en 
la aplicación del teorema de las funciones implícitas y no 
difiere, en esencia, de la demostración del teorema corres¬ 
pondiente a las curvas planas. 

§ 3. Puntos singulares 
de curvas regulares planas 

Sea y una curva regular plana y sea P un punto de 
la misma. El punto P de la curva y se denomina punto 
regular respecto al grado dado de regularidad k si en un 
entorno de este punto la curva admite una parametriza- 
ción k veces diferenciable 

x = x (í), y = y (t) 

que en el punto P satisface la condición x' s 4- y' 1 0. 

Si no existe tal parametrización, so dice que P es un 
punto singular. 
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Ejemplo. El punto t = 0 de la curva 

x = t*, y = /’ (-1 </ <+l) 
es regular rospecto a las parametrizaciones dos veces 
diferencinbles ya que ls curva admite una representación 
equivalente 

r=.x. y= =F|t|*(-1<t<1). 

Sin embargo, más adelante veremos que el punto t — 0 
os singular respecto a las parametrizaciones analíticas. 

En este parágrafo analizaremos detalladamente ol 
problema sobre los puntos singulares de curvas analíticas 
planas respecto a parametrizaciones analíticas. 

Lema. Sean y una curva analítica y O un punto de la 
misma. Entonces, escogiendo convenientemente los ejes 
de coordenadas , la curva puede parametrizarse de modo que 
sus ecuaciones en un entorno del punto O sean de la forma 
x = a|f’", 

y = b,t m ' + b.í’" 2 + ..., n, < «i,. 

Demostración. Tomemos el punto O como origen de 
coordenadas. Sea 

a - —a^" 1 4-®jS ní + .... 
¡,~p |S "u+p s s m *+ ... 

una parametrización analítica de la curva. Sin perder 
generalidad podemos aceptar que al punto O le corres¬ 
ponde el valor del parámetro s = 0. Podemos aceptar 
también que n, m t . (Si n, >m¡. podemos cambiar 
de lugar x e y.) 

Introduzcamos un parámetro nuevo l ligado a s me¬ 
diante la igualdad 

\ a.s n ' ’ 

Escogido el parámetro de este modo, las ecuaciones de la 
curva y en un entorno del punto O toman la forma 

x = a,t n ', 

y^b i V" + b,l’**+ .... 
quo es lo que se quería demostrar. 
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Teorema. Supongamos que en un entorno del punto O 
una curva analítica viene dada por las ecuaciones 


x — a,t nt , 

y=b l t""+ . ... 


Entonces, para que el punto 0 sea un punto singular de la 
curva es necesario y suficiente que al menos uno de los m k 
no sea divisible por n¡. 

Demostración. Necesidad. Observemos, en primer lugar, 
que n, y todos los m* no pueden ser pares ya que enton¬ 
ces, por pequeño que sea t. se tendría x (i) = x (—t) o 
y (t) = y (—t), o sea, quedaría infringida la inyectividad 
de la aplicación en un entorno tan pequeño como se 
quiera del punto t = 0. 

Supongamos que todos los nt/¡ son múltiplos de n, 
(«i es obviamente impar). Introduzcamos en lugar de t 
el parámetro s = t">. Entonces las ecuaciones de la 
curva en un entorno del punto O lomarán la forma 


x = a t s, 

y =.- -f &.**? + ... 

Es evidente que el punto O correspondiente al 
valor s =» 0 del parámetro resulta un punto regular do la 
curva. 

Suficiencia. Supongamos que al menos uno do los m k 
no os divisible por n¡. Demostremos que O es un punto 
singular. Si el punto O es regular, la curva admite en 
un entorno del mismo una parametrización x — f, (o), 
y = / s (a), siendo /, y f t unas funciones analíticas que, 
para el valor a = o„ correspondiente al punto O cum¬ 
plen la condición f,‘ + f? =£ 0. 

Puesto que f t (o) (/, (o)) -1 = >J (0 (i ft))' 1 e 
y (f) (x (f))" 1 tiende a un límite finito igual a f, (o 0 ) X 
X (j\ (o,))'* cuando t-+ 0, resulta que 9 = 0 en el 
punto O y, por consiguiente, nuestra curva puede ser defi¬ 
nida, según el teorema del parágrafo anterior, mediante 
la ecuación 

y = T‘ (*) = c i x + C 2 X * 
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donde <p (x) es una {unción analitica do x. Introduciendo 
x = x (<) o y = y (t) en esta ecuación, obtenemos la 
identidad 

ó,¿'’ , ‘ + ó í / m *+ ... =c,a,í'« + c^fi 2n '+ ... 

De aquí resulta que todos los m k son múltiplos de n t . 
Llegamos a una contradicción. Hemos demostrado comple¬ 
tamente el teorema. 

Observación. Si el punto O es singular siendo 7i, y m¡ 
pares, se denomina punto de retroceso de segunda especie. 
En un entorno do este punto la curva tiene la forma 
indicada en la fig. 3, a. 

Si el punto O es singular, m, no es divisible por n¡ 
y, además, es par y es impar, se dice que O os un 
punto de retroceso de primera especie. La forma de la curva 
en un entorno de semejante punto singular se indica en 
la fig. 3 ,b, 
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Para probar que un punto de una curva es singular, 
existe un criterio suficiente sencillo que ofrece el teorema 
siguiente. 

Teorema. Supongamos que en un entorno del punto O 
la curva analítica y viene definida por las ecuaciones 
x = x (t), y — y (<). 

donde x (t) e y (t) son funciones analíticas del parámetro t. 
Supongamos que las primeras derivadas distintas de cero 
de las funciones x (t) e y (t) son de orden n¡ y m¡. respecti¬ 
vamente, siendo n, <m,. 

Entonces el punto O será singular si m, no es divisible 
por n¡, con la particularidad de que O será un punió de 
retroceso de segunda especie si n, y m, son ambos pares, 
y será un purUo de retroceso de primera especie si n¡ es par 
y m, es impar. 

Este teorema se deduce directamente del anterior. 

Para terminar, consideremos el problema de los pun¬ 
tos singulares de curvas analíticas planas definidas 
implícitamente. 

Sea y una curva analítica plana definida por la ecua¬ 
ción 

<P (*. y) — 0, 

donde q> (z, y) es una función analítica de las variables 
x e y. 

Si <px + q>5 ¥= 0 en el punto O (z #t g 0 ) de la curva y, 
este punto de la curva es regular como quedó demostrado 
en el § 2. De este modo sólo pueden ser singulares aquellos 
puntos de la curva en los cuales q>* = <p, = 0. 

Sin perder generalidad, podemos aceptar que el punto 
O es el origen de coordenadas. En un entorno del punto O 
la curva y admite una parame Irisación de tipo 

x = a,t n >, 

¡/=>V m >-i-6jí m *+ ...; 

podemos aceptar que n¡ m, ya que de lo contrario 
podríamos cambiar los ejes x e y. Para determinar si O 
es un punto singular de la curva y para revelar el carác¬ 
ter de la singularidad en este punto, basta conocer los 
exponents n¡, m¡, 
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Para hallar estos exponentes, recurriremos a la iden¬ 
tidad 

<V (* (0. y (0) =* °- 

Supongamos que el desarrollo de la función cp ( x , y) 
en serie de potencias de x e y comionza con los términos 
de segundo grado 

tp(x,y)~a, 0 x x + 2a u xy + a n ;if+ ... 

Distinguiremos tres casos: 

1. Onflm — a ii > 0. 

2. oj„a M —af, <0. 

3. avfln — a^ «^0. 

Realizando un giro de los ojos de coordenadas, se 
puedo lograr que en el desarrollo de la función cp ( x , y) 
en serle de potencias desaparezca el término que con¬ 
tiene xy. 

Introduciendo x (t) e y (t) en el desarrollo de la fun¬ 
ción cp (*, y), obtenemos una identidad respecto a t. 
Si n, <m„ el menor grado de t, igual a 2n¡, lo tendré 
sólo un término: a 20 a*/ 2ni . De aquí resulta a 20 = 0, lo 
cual es imposible en el primer y segundo casos. Resta 
aceptar que n, = m t . Entonces, en los dos primeros casos 
la potencia inferior corresponde u los términos a 20 aU 2 '“ 
y a 0í bjl 2m '. En el primer caso esto tampoco puede suceder 
ya que a í0 y a 02 son del mismo signo y de la identidad 
se deduce que a s0 aj + Soí^* = 

De este modo no existe en el primer caso una curva 
analítica que satisfaga la ecuación <p (x, y) = 0 y que 
contenga el punto O. En este caso, en un entorno sufi¬ 
cientemente pequeño del punto O, no existo ningún 
punto, distinto de O, que verifique la ecuación cp (x, y) — 
= 0. Si la curva se define como el lugar geométrico do los 
puntos que satisfacen la ecuación cp (i, y) = 0, este 
punto se denomina punto singular aislado. 

Ejemplo. El lugar geométrico de los puntos que satis¬ 
facen la ecuación 

(z’ + y 1 ) {x — 11—0 
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consta de la recta x — 1 y del punto (0, 0) que es un 
punto aislado de este lugar geométrico. 

En el tercer caso podemos aceptar que a í0 = 0 ya que 
®ao<ioa “ 0. El desarrollo de la función cp (x, y) tiene 
la forma 

q(r, p)=-o 0 íí ' 2 + aMr 3 + ... 

Supongamos que a ao 0. En el caso general esto corres¬ 
ponde a quo las formas 

Tí — “mí* + 2a,,xy -(- a„¡f y <p,- a*^ 3 + ... a 03¡/ “ 

no poseen divisores comunes. 

Introduciendo x (í) e y (/) en el desarrollo do la fun¬ 
ción q> (x, y), observamos que los términos de potencia 
inferior de l son a 02 bft*"' y a, 0 a?/ 3 "'. De aquí resulta que 
2m, = 3 n¡, o sea, m, no es divisible por Por consi- 
guionte, el punto O es un punto singular de la curva. 

Si se acepta que m¡ y n, son ambos pares, resultan 
pares todas los m h pues se expresan homogénea y lineal¬ 
mente en términos de m¡ y n v Pero anteriormente se ha 
señalado que n¡ y todos los m k no pueden ser pares. Por 
esto, sólo n¡ es par. Ello significa que el punto singular O 
es un punto de retroceso de primera especie. 

Ejemplo. Para la parábola semicúbica y 2 — z 3 = 0 
el origen de coordenadas os un punto do retrocoso de 
primera especie (fig. 4). 
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Consideremos, finalmente, el segundo caso. En este 
caso la función q> (x, y) puede representarse en la forma 

q> ( x . y) — Az* + 2 Bxy 4- Cy*, 

donde A, B y C son funciones analíticas de * e y que 
en el punto O valen a s0 , 0 y a„„ respectivamente, y que, 
por ende, satisfacen en una proximidad do este punto la 
desigualdad AC — 5* <0. Por eso, en un entorno 
pequeño del punto O se tiene 

q> (x, y) = C (y — *6i (*. y)) (y ~ (*> y))> 

donde Si y son las raíces de la ecuación de segundo 
grado 

A + 2BI + CV = 0. 

Es decir, en el segundo caso el lugar geométrico de los 
puntos que satisfacen la ecuación <p (x, y) = 0 en un 
entorno del punto O, consta de dos curvas analíticas 
y - x|, (x, y) = 0 e y — x£, (x, y) = 0 y el punto O 
es un punto regular de ambas ya que 

i(*.ü))| 0 = -M°- O)^ 0 - 

Sin embargo, si la curva se define como el lugar geo¬ 
métrico de los puntos que satisfacen la ecuación 

9 (*. y) — o. 



5*] ASÍNTOTAS DE CURVAS PLANAS 29 

también en este caso el punto O se considera singular 
y se denominaj'punto múltiple. 

' .1 Ejemplo . El lugar geométrico de los puntos que satis¬ 
facen la ecuación 

(x> + y 2 )" - 2a* (I a - y 2 ) = 0 
(lemniscata de Bernoulli, fig. 5) consta en un entorno 
del punto múltiple (0, 0) de dos curvas analíticas A ,4, 
y B,B t . 


§ 4. Asíntotas de curvas planas 

Sea i> una curva no cerrada y sean 

x = x (í), y = y (t) (a < t < b) 

sus ecuaciones. Se dice que la curva se extiende infinita¬ 
mente por un lado si z* (l) + y % (t) -*■ oo cuando t -*■ a 
(o cuando t -* b). En cambio, si x* (í) + y 2 (l) oo 
tanto para í a como para í -+■ 6, se dice que la curva 
se extiende infinitamente por ambos lados. Es obvio que 
la propiedad de una curva do ex tenderse? .infinitamente 
no depende do su parametrización. 

Supongamos que la curva y se extiende infinitamente; 
por ejemplo, sea x 2 + y* oo para t a. Una recta g 
se denomina asíntota de la curva y si la distancia d (t) 
entre el punto de la curva y y la recta g tiende a cero 
cuando l a (fig. 6). 

Teorema. Para que una curva y que viene dada por las 
ecuaciones 

z = z (í), y = y (t) (a < t < b) 

y que se extiende infinitamente cuando l -*■ a, tenga una 
asíntota es necesario y suficiente que: 

1 .Al menos uno de los cocientes y (t) (z (i))* 1 o x (i) x 
X (tí (t))' 1 tienda a un límite finito cuando l a. Supon¬ 
gamos, para concretar, que y (í) (z (í))' 1 k. 

2. La expresión y (t) — kx (i) tienda también a un 
límite para t a una vez cumplida la primera condi¬ 
ción. 
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fig. ü 

Sí este límite se designa por l, la ecuación de la asín¬ 
tota será 

y -kx-l = <). 

Demostración. Necesidad. Sea g: 

y — kx - l = 0 

la asíntota «lo la curva y. La expresión 
y ( 1 ) — kx (í) — l 

coincide, salvo un factor constante, con la distancia entro 
el punto (<) de la curva y y la recta g. Pero, como g es una 
asíntota, so tiene 

y (í) -kx(t)~ l — 0 (*) 

cuando t -*■ a. 

Debe ser x (t) -*■ oo cuando t a ya que, de lo con¬ 
trario, la expresión y (i) — kx ( l) — l no puede permane¬ 
cer acotada para t -*■ a (a* (í) 4- y 1 (l) °°). Pero en¬ 

tonces de (*) resulta 



y (t) - kx (t) i. 
Hemos demostrado la necesidad. 
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Suficiencia. Puesto que para ta 
]ÜjU*e y(í)-kc(t)-+l, 

resulta 

y (f) - kx (i)-1-+ 0 . 

Pero esto significa quo el punto (£) de la curva y se acerca 
indefinidamente, cuando £ ->- a, a la recta 

y - kx - l = 0 , 

que es, por consiguiente, la asíntota. 

Hemos demostrado el teorema. 

Ejemplo. La curva 

* = t'V =-¿7 (-K«D 

(rama de hipérbola) so extiende infinitamente cuando 
i 1 (fig. 7). 

Para t -*■ 1 se tiene 

y x(t)-0y(t)-*\. 

La curva tiene, por lo tanto, la asíntota 
1 — 1 = 0 . 
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Consideremos ahora el problema sobre las asíntotas 
de una curva definida implícitamente por la ecuación 

<f (*. y) = o. 

Según liemos señalado, la ecuación (p (a:, y) = 0 de¬ 
fine la curva únicamente en el sentido de que los puntos 
de la curva satisfacen la ecuación <p ( x, y) = 0 aun cuan¬ 
do con éstos no se agoten, hablando en términos gene¬ 
rales, todos los puntos del plano que cumplen esta con¬ 
dición. El problema sobre la determinación de las asín¬ 
totas de la curva dada por la ecuación <p ( x , y) =» 0 no 
es un problema plenamente deíinido: es posible indicar 
solamente un conjunto de rectas que contiene las asín¬ 
totas. 

Nos limitaremos al caso de curvas algebraicas (en el 
que q> (x, y) es un polinomio respecto a las variables 
x y). 

Sea (x, y) un punto arbitrario de la asíntota y sean 
a = í+Xu, p=p+pu 

las ecuaciones paramétricas de la asíntota. Designemos por 
Q (u) el punto de la curva más próximo al punto (u) 
de la asíntota. Las coordenadas del punto Q (u) serán 

*(u) = I + Xu+|(u), 

»(“) = »+l*u + '!(«)• 

donde 

£ (u) y il (u) -► 0 cuando u -*■ oo. 

Indiquemos por <p„ el conjunto de términos de grado 
k en el polinomio q>. Entonces 

<P *= <Pn + <Pn-i + • •• +'Po- 

Introduciendo x — x («) e y = y (u) en q> (¡r, y) y des¬ 
pejando los términos que contienen u" y »"* 1 , obtendre¬ 
mos 

<p (*(“). y (u)) = u n <p„ (X, p)-f ü n -'{x(q) n (^, p)i+ 

+ y (<Pn (*■> l*))i + «Pn-I (*. 1»)} + 

En el segundo miembro de la igualdad no aparecen los 
términos de grado inferior a u"~ l . 
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Puesto que <p (i (u), y (u))s 0 y, por consiguiente, 
■pr »(*{«). y («)) —► 0 para “ — <“, 

resulte <p„ (X, (i) = 0. 

Análogamente obtenemos 

*(<Pa(*. P))¡i + y(?„ (k, H))h+T« -,(k, H) = 0. 

Puesto que (x, y) es un punto arbitrario rio la asín¬ 
tota, esta igualdad es la ecuación de la asíntota. 

Ejemplo. Hallar las ecuaciones do las asíntotas de 
la hipérbola 

x* - 3xy + 2y* + x + 1 - 0. 

Tenemos 

<p, (X, |i) = X’ — 3X(t + 2(i* = 0. 

Para X y (i de aquí obtenemos, salvo un factor sin impor¬ 
tancia, dos sistemas de valores X ■= 1. p=»l yX*2, 
|i = 1. Introduciendo estos valores on la fórmula dedu¬ 
cida anteriormente, hallamos las asíntotas: 

-x + y + 1 = 0 , x - 2y + 2 - 0 . 


EJERCICIOS PARA El. CAPITULO I 

1. El punto M se desplata en el espacie de incido que su pro¬ 
yección sobre el pleno xy se mueve uniformemente sotne la circuí,- 
lerenda r* + p* = a ! con velocidad angular o, y su proyección 
sobro ct eje s se desliza uniformemente con velocidad r. La curva 
que describe el punto M so denomina h/llet limpie. Hallar la ecua¬ 
ción paraiuélrica de la hélice temando el tiempo 1 como parámetro 
y aceptando que en el memento inicial (t — u) el punió M tiene 
las coordenadas o, ti, 0. 

R "punta. i = a eos ut. y = a sen «I. a «• cr. 

2. La bélico simple (ejcicicio 1) se proyecta sobre el pleno ay 
mediante un haz de rectas paralelas quo forman ol ángulo i) con el 
eje a. Hallar la ecuación de la proyección, ¿l'ara qué valores de <1 
lo proyección tendré puntos singulares? Aclarar el carácter de los 
puntos singulares. 

Ileipunta. Si el haz de rectas proyectantes es paralelo al plano 
Opa, las ecuaciones do la proyección serán 

x ■= a eos <of, y = ct Ig 0 -f- a sen ur 
La proyección tendrá punteo singulares si tg O . Los puntos 

singulares serán puntos de retroceso de primera especie. 

S-»20S 
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3. UilA cncunferoiiciu do radio a rueda uniformemente sin 
resbalar sobre una recia g con velocidad v. Hallar la ecuación de la 
curva V que describo un punió M ligado fijamcnlo a la oireunloren- 
cio. ¡l!n qué condiciones la curva y tendrá puntos singulares? 
Aclarar el carácter de los puntos singulares. 

Respuesta. Si la recta g se toma por el eje t y si en el niomonto 
inicial el punto M se encuentra sobre el eje y por debajo del centro 
de la circunlerciioia, las ecuaciones do la curva y serán: 

vt , 

x = vt — b son—, y = a — b eos—, 

donde b es la distancia del punto M al contro de la circunferencia. 
La curva y tiene puntos singulares si el punto M so baila sobre la 
circunferencia (en esto caso la curva y se denomina cicloide). Los 
puntos singulares son pinitos do retroceso de primera especio. 

4. Demostrar que la curva definida por la cenaeitiii 

5 ¿ i 

| r I' 1 d |y| 3 =« 5 (ostroídc) 

es una curvo onntítícH. Hallar sus puntos singulares. Adatar el 
carácter do los puntos singulares. , ... 

ílespuesla. I.u curva admito una pniainelnwirion analítica 
obvia 

* = a cos J I. y = a seii a t 

y, por consiguiente, es analítica- l’untos singulares: <0. el, (0, - a), 
(a, 0) y (—o, I'). Los puntos singulares son puntos de retroceso de 
primora especie. 

5. Hallar las ecuaciones do las asíntotas de las curvas. 

1. fci sen i, 

y = o ^ cost-fln tg -j j (tractrlt). 

2, x” + u 3 — 3axp — 0 [foltum de Descaí les). 

Respuesta. 

i. x= 0. 

1. x + y + 0 = 0. 

PROBLEMAS V TEOREMAS PARA EL CAPITULO t 

1, Soa 

X = X (<), y = y («. a; - * (<) . 

alguna parametriración de una curva olemental. Entonces, cual¬ 
quier otra paramctriiación es de la lorma 

x = i (o, (Tj). y = y (o (Ti), i = * (o (t)». 
donde o (t) es una función continua estrictamente monótona. 

2. ¿Qué grado do regularidad de la curva definida por la 
ecuación implícita q> (x. y) = 0 puede garantizarse si la función 
q* es n veces difercnciable y f’ + l'l =£(>'/ ¿ Puedo tener la curva 
un grado do regularidad superior? Dar un ejemplo. 
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3. Dar un ejemplo de una curva que no admite paramotriza- 
ción suave de ninguna de sus partes. 

4. Sea y una curva analítica plana definida en un entorno del 
punto (* 0 , ya) mediante la ecuación <p (x, y) = 0 .donde 9 es una 
(unción analítica. Supongamos que en el punto (x 0 , y¡) son iguales 
a coro la función 9 y todas sus derivadas hasta la do orden n — 1 . 
Demostrar que, siendo reales y distintas todas las raíces del poli¬ 
nomio 

í'iy- ¿ S* a Í>T d yl | 

*+I=n 

el punto (i,,, yo) es un punto regular de la curva y en el sentido de 
la definición del 3 3. 

3. Hallar las condiciones de existoncia (análogas a las obteni¬ 
das en el S 4 para la curva plana) de una asíntota de una curva espa¬ 
cial x = x (í), y =• y (í), 2 = * (!) quo se extiende infinitamente 
cuando í -*• o. 

Obtener in ecuación de la asíntota. 

(i. Hallar (por un procodimenlo análogo al aplicado en el § 4 
para las curvos planas) la ecuación do las asíntotas de una curva 
espacial algebraico definida Implícitamente por las ecuaciones 

9 (*. y. *-) “ 0, 9 <*. y. z) - 0, 
donde 9 y 9 son polinomios respocto a x, y y z. 


CAPITULO II 
ELEMENTOS DE CURVAS 

RELACIONADOS CON EL CONCEPTO DE CONTACTO 

Sean M y M dos conjuntos do puntos dol espacio que 
poseen un punto común O. Sean X un punto arbitrario del 
conjunto M, h (X) su distancia al conjunto M (extremo 
mferior de las distancias entre los puntos del conjunto 
M y el punto X) y d (X) la distancia del punto X al 
punto O. 

Diremos que el conjunto M tiene contacto con el con¬ 
junto M en el punto O si el cociente h (X) (d (X))"“ 
(a > 1) tiende a cero cuando el punto X se aproxima al 
punto O tanto como se quiera. 

Empleando el concepto de contacto, se introducen 
muchos conceptos para las curvas. Los consideraremos 
en este capítulo. 


3* 
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§ 1. Función vectorial de argumento escalar 

En lo que sigue utilizaremos ampliamente los medios 
rudimentarios del análisis vectorial. Con vista a ello, 
recordaremos lo definición de algunos conceptos. 

Sea G un conjunto cualquiera de puntos de una recta, 
de un plano o del espacio. Diremos que se ha definido una 
función vectorial f sobre el conjunto G si a cada punto X 
de este conjunto se hace corresponder un vector / (X). 

Para las funciones vectoriales, igual que en el análisis 
para las funciones escalares, se introduce el concepto 
de límite. Se dice que / (X) a cuando X X 0 si 
| f (X) — a | -*• 0 cuando X -*• X„. 

Para las funciones vectoriales tienen lugar teoremas 
referentes al límite análogos a los teoremas referentes al 
limito para las funciones escalares. 

Por ejemplo, si f (X) y 0 (X) son funciones vectoriales 
y X (X) es una función escalar y sí f (X) —► a , y (X) — b 
y X (X) -*■ m cuando X -*■ X 0 , entonces 

f(X)±y(X)-ya±b, 

X(X)-f(X) — m-a, 
f (X)- g (X) «• b, 

/ (X) X g (X) a X b. 

L» demostración de estas proposiciones no difiere, 
hablando en términos generales, do la que se da en el aná¬ 
lisis para las funciones escalares. A título de ejemplo, 
demostremos la última proposición. Tenomos 

|/(X) x g (X) - a x b | = 

- I (/ (A) - a) x (g (X) - b) + (/ (X) - a) X 6- 
- (O (X) - b)Xa 1 |/'(X) - a \ | g (X)-í» | + 

+ !/(X)— a | | b 1+1 y(X)-b\ ]a\ 

De aquí se deduce que |/(X) Xg(X) — a X b | 0 

cuando X X„. Pero ello significa que/' (X) X y (X) i -* 
-y a X 0. 

Para las funciones vectoriales se introduce el concepto 
de continuidad del mismo modo que para las funciones 
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escalares. A saber, la función f{X) se denomina continua 
en el punto X 0 si f (X) -*■ f (X„) cuando X -*■ X„. 

Sean f (X) y y (X) dos funciones vectoriales continuas 
en el punto X 0 y sea k ( X) una función escalar continua en 
este punto. Entonces, las funciones vectoriales 
\(X)f(X), f(X)±u(X) y f(X)X f /(X), 
asi como la función escalar f (X) t/ (X) son continuas en 
el punto X„. 

Esta propiedad de la continuidad es un corolario 
simple do las propiedades referentes al límite. 

Concepto de derivada. Sea / (/) una función vectorial 
definida en un intervalo. Diremos que la función vecto¬ 
rial / tiene derivada en el punto t del sogmento si oxiste 
el límite del cociente 


r(t+h)r-w 

h 

cuando h -*■ 0. La derivada en el punto t se designa por 

r (t). 

Si f (t) y (/ (t) son funciones vectoriales dlferenciables 
en el punto l y X (t) es una función escalar diferenctable en 
este punto, entonces \ (t) f (t), f (t) ± y (t), f (l) X y (l) 
y f (t) ff (l) son funciones diferenclables en el punto t con 
la particularidad de que 

w = *'/■+ xr, 

(f± o)' = r±a\ 

(/ x !/)' = /' X u + f X ?/', 

{fu)' = f'J +/?/'• 

Estas fórmulas de derivación se obtienen absoluta¬ 
mente del mismo modo que las correspondientes fórmu¬ 
las de derivación de funciones escalares en el análisis. 

La derivada de la función vectorial f (t) se denomina 
segunda derivada de la función f (t) y se designa por f" ( t). 
Análogamente se definen la tercera, la cuarta, etc. deri¬ 
vadas. 

Toda función que tiene derivadas continuas hasta el 
orden fc-ésimo inclusive en un sogmento (a, ó) se denomi¬ 
na función diferenciable k veces sobre este segmento. 
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Soan í*» tres vectores no pertenecientes a un 

mismo plano. Todo vector r admite una representación 
de forma 

r = xe t + ye„ 4- ze 3 \ 

los números x. y y z se doterminan unívocamente y se 
denominan coordenadas del vector /• respecto a la base 
e x . o* y e,. 

Sea »• (i) una función vectorial definida en un seg¬ 
mento. Definamos tres funciones escalares x (i), y (l) 
y z (i) mediante la condición 

r (l) = x ( t) e, + y (i) f-. + z (i) e 3 . 

Entonces, st ¡as funciones x (/), y (t) y z (í) son con- 
tlnuas o diferenciables. la función vectorial r (t) es conti¬ 
nua o dlferenclable, respectivamente. Viceversa, si la función 
vectorial r ( t) es continua o diferenciable. las funciones 
x (i). y U) y z (i) son continuas o diferenciables. respecti¬ 
vamente. 

Pava demostrar la segunda afirmación, multiplique¬ 
mos escnlarmente la igualdad r (i) = x (t) e, 4- y ((' e a 4 
4-z (t) r 3 por un vector e¡ perpendicular a los vectores e a 
y n 3 . Obtendremos .r (i) (e,e¡)=r (i) e,. De aquí resulta 
que la continuidad o la diferenciabilidad de la función 
vectorial r (i) implica la continuidad o la diferenciabili¬ 
dad, respectivamente, de la función x (t). Razonamientos 
análogos son nplicables a las funciones y (i) y z ( t). 

Para las funciones vectoriales tiene lugar la fórmula de 
Taylor. A saber, si f (i) es una función n veces dlferenclable , 
entonces 

f(t + Ai) =/(í) + Ai/” (l) -b ■ ■ ■ 4- (f" (t ) + * (*. At)), 

donde | e (t, Ai) | -*- 0 cuando A t —► 0. 

En efecto, 

f ff) — x ( t) e, 4- y (i) <? 2 4- z (t) e 3 . 

Pero 

a: (Í4- Ai) = a: (i) 4- Atar' (i) 4 -...+ % (x' n > (t) 4 - e,), 
y (t + Ai) - y (i) 4- A ty‘ (t) + ... 4 - y'”' (0 + **)• 

j {t 4 - Ai) = z (i) 4- Aiz' (i) + ... 4 - ^ (z<“> (i) + e,). 
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Multiplicando estas igualdades por e l% e a y e 3 , respectiva¬ 
mente, sumándolas y observando que x‘ h| (í) e¡ + 
+ y ,h ‘ (t) + s 1 '" (0 e 3 = /'*’ (i), obtenemos la fórmula 

de Taylor para la función voctorinl / (/). 

Para la función vectorial el concepto do la integral 
en el sentido de R ¡emano so introduce del mismo modo 
absolutamente que para la función escalar. La intogral 
de una función vectorial posee las propiedades corrientes. 
A saber, si f (!) es una ¡unción vectorial continua en el seg¬ 
mento a í 6 ¡l si a Ce <b, entonces 

l> t h 

J/(*)*-{/«)*+ J/(0*. 

u a e 

Si m es una constante, entonces 

h i, 

5 m/(t)* = m 5 fit)dt. 

a a 

St r es un vector constante, entonces 

h h 

j r/(0* = r 

a n 

b b 

5 rxf(t)dt-rx ¡/(O*. 

u a 

Tiene lugar la fórmula de derivación de la integral inde¬ 
finida 

X 

a 

Para terminar notemos que la definición paramétrica 
de una curva mediante las ocuaciones 

x ^ x (í), y = y (0, i = z (0 

equivale a su definición mediante una sola ecuación 
vectorial 

r =■ r (t) = * (0 «, + y (0 c. + z (/) e„ 
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donde e,y e,son vectores unitarios cuyas direcciones 
coinciden con las do los ejes de coordenadas x, y y z. 


§ 2. Tangente a una curva 

Soan y una curva, P un punto do ia misma y g una 
recta que pasa por el punto P. Tomemos sobre la curva un 
punto Q y designemos por d y h sus distancias hasta el 
punto P y la recta g, respectivamente. 

Diremos que la recta g es tangente a la curva y en 
el punto P si -j-*0 cuando Q-*■ P (fig. 8). 

Si la curva y tiene tangente en el punto P, la recta PQ 
tiende hacia esta tangente cuando Q-*■ P. Recíprocamente, 
si la recta PQ tiende hacia una recta g cuando Q -*■ P, 
esta última es la tangente. Para demostrar esta afirmación 

basta observar que es el seno del ángulo que forman 
las rectas g y PQ. 

Teorema. Una curva suave y tiene en todo punto una 
tangente y ésta es única. St 

r = r (t) 
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es la ecuación vectorial de la curva, la tangente en el pun¬ 
to P, correspondiente al valor t del parámetro, tiene la direc¬ 
ción del vector r' (t). 

Demostración. Supongamos que la curva y tiene una 
tangente g en el punto P , correspondiente al valor t 
del parámetro. Sea x el vector unitario cuya dirección 
es la de la recta g. La distancia d entre el punto Q, co¬ 
rrespondiente al valor t+ Ai del parámetro, y el punto P 
es igual a | r (< + A<) — r (t) |. La distancia h del pun¬ 
to Q a la tangente es igual a | (»• (t -f- A t) —r (i)) X x |. 
Según la definición de tangente. 


Pero 


h . |(r(< + AQ-r(<))XT| 
d |r(í + At) — r(í)l 


l(r(t + At)-r(t))Xxl 
|r(l + Ai) — p(0I 

De aquí resulta que 


r(t-fAt)—r(Q 

Ai * 


’• («4- Al) — rl!) | 
M I 


0 para Aí-*-0. 

I r' (i) x r | 




r' (t) x x =. 0. 


Pero esto es posible sólo si el vector x tiene la dirección 
del vector r' (t). Por lo tanto, si la tangente existe, tiene 
la dirección del vector r' (/) y, por consiguiente, es única. 

También es cierto que la recta g que pasa por el pun¬ 
to P y tiene la dirección del vector r' (t) es la tangente, 
ya que para osta recta, según los razonamientos ante¬ 
riores, so tiene 


h_ 

d 


( r (< + Af) —r (0) X ■ 


I r (f +Al) — r(t) | 


|r-(()xr'(t)| » 

l _■ i,\ n — u - 




Hemos demostrado completamente el teorema. 

Conociendo la dirección de la tangente, os fácil encon¬ 
trar su ecuación. Efectivamente, si la curva está dada por 
la ecuación voctorial r—r(t), el vector r de un punto 
arbitrario de la tangente puede ser representado así: 


r = r{t) + Xr ' (t). 


Esta es precisamente la ecuación de la tangente en la 
forma paramétrica (siendo X el parámetro). 



42 


CONCEPTO DE CONTACTO 


(Cap. 11 


Deduzq tiernos la ecuación de la tangente para los 
distintos cosos de la representación analítica de la curvo. 

Supongamos que la curva está dada por las ecuaciones 
en forma para métrica 

x = x ( 1 ), y = y (0, * = z «)■ 

Esta representación equivale a la representación vectorial 

r — r (í) = x ( 1 ) e 1 + y (f) + z (<) e a , 

donde e,. e, y e.,son los vectores unitarios de los ejes de 
coordenadas. Sustituyendo la ecuación vectorial 

r *= r (£) + \r' (t) 

por tres ecuaciones escalares, obtenemos las ecuaciones 
de la tangente en el caso de la representación paramétrica 

x <= x (I) + Xx' (<), y = y «) + \y' (/), 

z = z (<) -f Áz' (t) 

o, en forma equivalonte, 

*-*") v—y< i) «—«(O 

*' (0 F (0 *' (*) • 

Si la curva os plana y viene dada por las ecuaciones 

x = x (l), y = y (í). 

la ecuación de la tangente queda así: 

*—*(<> » — »(«) 

7 (i) ~ y (0 • 

Si la curva viene dada por las ecuaciones 

y — y (*). z = x (*>. (*) 

la ecuación de la tangente se obtiene directamente de las 
ecuaciones do la tangente para el caso de la representa¬ 
ción paramétrica de ia curv 8 . Basta observar que la re¬ 
presentación de ia curva por medio de las ecuaciones (*) 
equivale a la representación paramétrica 

X = t, y = y (1), z = z (l). 
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Lns ecuaciones de la tangente para la curva dada por las 
ecuaciones (*) quedan as!: 


r— x — 


y-yM 
»■ <*) 


7 (x) 


o, en forma equivalente, 

» — »(*)+•»'(*) (*—*). 

Z--Z(x)-fz' (X) (x — *1. 

En particular, «i la curva es plana y viene dada por la 
ecuación y — y (x), la ecuación de la tangente n esta 
curva será 

y^y(x) + y' (x)(.r—x). 

Encontremos, por último, la ecuación de la tangente 
para la curva definida medíanle las ecuaciones 
<p (x, y, z) — 0 , ^ (x, y, z) =■ 0 

on el punto (x„, i/ 0 , z 0 ) en el cual el rango do la matriz 

/<P. <P* <P,\ 

U» 1’.v t 

es igual a das. Sea 

x * x <o. v = y (0. 

una parametrización regular de ln curva en un entorno 
del punto (x„, y 0 , z 0 ). 

La ecuación de la tangente a la curva en el punto 
(*o. Vo • *a) 08 _ 

x-x-, y —j/p _ x — i„ 

k ¡a ■ 

Es decir, para obtener las ecuaciones de la tangente basta 
conocer las razones xj : y' 0 : z' 0 . Calculemos estas razones. 
Tenemos las identidades 

■p (x (í), y («). z ( 0 ) ^0 y if (x ( 0 . y ( 0 . z (fl\) 3 =o. 
Derivando respecto a t estas identidades, encontramos: 
T**' + <W’ + «P.s' = 0. 

’í»*' + + *«*' = 
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De aquí resulta 

*' _ v' »' 

Ifp <Pz| j<Pz 'Pxl |<P* <T¡,| 

I <fp tz I 1 ^z t¡>* | I -íx <|>¡, I 

y la ecuación de la tangente toma la forma 

1—10 v—Vo .... »—«o 

Ifp •Prl [Yz 9x| " I <Px <P„ I • 

M’if fzl Uz t|> r | ltxVi/l 

donde las derivadas «p*. <p„, .... % se calculan en el 
punto do tangencia (x„, y 0 , z 0 ). 

Si la curva es plana y viene dada por la ecuación 
<P (x, y) = 0, la ecuación de la tangente será 



Para deducir esta ecuación basta observar que la repre¬ 
sentación de la curva en el plano xy mediante la ecuación 
cp (*, y) = 0 equivale a su representación on el espacio 
mediante las ecuaciones 

<P (x, y) — 0 y z = 0. 

Se denomina plano normal a una curva en un punto P 
el plano que pasa por el punto P y que es perpendicular 
a la tangente en este punto. No ofrece dificultad encontrar 
la ecuación de este plano una vez obtenida la ecuación 
de la tangente para cualquier caso de representación 
analítica de la curva; proponemos esto como un ejercicio 
sencillo. 

§ 3. Plano osculador a una curva 

Sean y una curva. P un punto de la misma y a un 
plano que pasa por el punto P. Designemos por h la dis¬ 
tancia entre un punto arbitrario Q de la curva y el plano 
a y por d la distancia de oste punto al punto P. 

Diremos que el plano a es un plano osculador a la 
curva y en el punto P si la razón 0 cuando Q P 

(fig. 9). 

Teorema. Una curva y regular (por lo menos dos veces 
(ontinuamente diferenclable) tiene en todo punto un plano 
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P,g. 9 


osculador con la particularidad de que el plano osculador 
es único o bien es osculador cualquier plano que contiene 
la tangente a la curva. Sí 

r = r (t) 

es la ecuación de la curva y, el plano osculador en el punto 
correspondiente al valor l del parámetro es paralelo a los 
vectores r' (í) y r" (í). 

Demostración. Sea a el plano osculador a la curva y 
en el punto P correspondiente al valor t del parámetro. 
Designemos por e el vector unitario do la normal al pla¬ 
no a. La distancio entre el punto Q, correspondiente al 
valor t + Ai del parámetro, y el plano a os 

h = I c (r (< + Ai) — r (í)) I- 


La distancia de este punto al punto P es 
d - | r (t + Ai) — r (t) |. 

Tenemos 

h | e («•(<+Al)-r(t))| 

<P ~ (r(t + út)-rtt)F ~ 

(<,(/•' (/) A<+ Aí*+«,A<2) | 

~ (r' (0 At+etAlP = 

| er' (t) , er" (Q 
1 M ^ 2 

= r'*(í)+e¡ 
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Puesto que | r' (Z) | =¿= 0 y -*■ 0, e¡ y ej-»- U cuando Az->- 0, 
resulta que fír' (Z)=0 y cr" (I) = 0. Es decir, si el plano 
osculatlor existo, los voctoros r' (Z) y r“(l) son paralelos 
al mismo. 

Es fácil persuadirse de que el piano osculaiior existe 
siempre. Tomemos con este fin el plano a paralelo a los 
vectores r\(t ) y r"(Z) (en cuanto al vector nulo, aceptamos 
que cualquier plano le es paralelo). Entonces ttr' (Z)= 
= er” (Z) u = 0 y, por consiguiente, 


h KI 

d* rHD + tí 


0 cuando Ai—>-0. 


Por lo lanío, en todo punto do una curva existe ol 
plano osculador. lis obvio que el plano oseulndor, siendo 
paralelo a los vectores r' (Z) y r’(t), es único si los vec¬ 
tores r'(l) y r" (i) no son paralelos. En cambio, si estos 
vectores son paralelos (o el vector r" (I) = 0), cualquier 
plano quo comprenda la tangente a la curva será uu plano 
osculador. 

Hemos demostrado el teorema. 

Obtengamos la ecuación del plano osculador. Sea 
r = r íz) la ecuación vectorial de la curva y sea Z el 
valor del parámetro correspondiente al punto P de la 
curva. Supongamos quo en este punto los vectores v' (/) 
y r" (i) no son paralelos. Entonces r' (Z) Xr" (Z) será el 
voctor do la normal al plano osculador. Si designamos por r 
el vector de un punto cualquiera del plano osculador 
referente al punto P, los vectores r—r (Z) y r' (Z)X 
X r" (Z) rosultan perpendiculares. De aquí quo la ecua¬ 
ción del plano osculador sea 

(r — r (t)) (r' (t) x r" (Z)) — 0 


(r-r (Z). r'(í), r"(t)) - 0. 


Para el caso de la representación paramé trica de la 
curva 


x = x (Z), y — y (Z), 2 = z (Z), 
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de esta ecuación se obtiene la ecuación del plano oscu- 
lador en la forma 


*-*(*) y-vW 

*' (t) y' (t) 

r'{i) y'(t) 


*-*<*) 

z'(t) 

z-(t) 



Dejamos a cargo del lector la deducción de las ecua¬ 
ciones del plano osculador en los restantes casos de la 
representación analítica de una curva. 

Toda recta que pasa por un punto de la curva y es per¬ 
pendicular a la tangente se denomina normal a la curva. 
En el caso cu el que el plano osculador es único, entre 
estas rectas destacan dos rectas notables: la normal prin¬ 
cipal, que es la normal perteneciente al plano osculador, 
y la b¡normal, que os la normal perpendicular al plano 
osculador. Puesto que ya so conocen las ecuaciones de la 
tangente y del plano osculador, no oíreco dificultad dedu¬ 
cir las ecuaciones do la normal principal y de la binorma); 
a título de ejercicio proponemos al lector obtener estas 
ecuaciones. 


§ 4. Contacto de curvas 

Sean y y y' dos curvas elementales con un punto co¬ 
mún O. Tomemos en la curva y' un punto /’ y designemos 
por h su distancia hasta la curva y y por ti, su distancia 
al punto O. 

Diremos quo la curva y' tiene con la curva y en el 
punto O un contacto de orden n si la razón 

^-—0 ciando P-*0{ fig. 10). 

Sean y y y' dos curvas generales con un punto común 
O. Diremos que la curva y' tiene con la curva y en el 
punto O un contacto de orden n si un entorno elemental 
del punto O de la curva y' tiene un contacto de orden n 
con un entorno elemental de la curva y. 

Teorema. Sean y y y' dos curvas regulares planas, 
q> ( x, y) — 0 la ecuación de la curva y y x = x (t), y = 
— y (/) las ecuaciones de la curva y'. Supongamos que 
ipí + <¡i 0 en el punto O (i 0 , y 0 ). Entonces para que 
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la curva y' tenga en el punto O un contacto de orden n con 
la curva y, es necesario y suficiente que para el valor t 
correspondiente al punto O se cumplan las condiciones: 

«P (*(<). »(*))-0, 

¿ *(*(*). v( 0 )- 0 , 


■£■*(*(<). irW)-o. 

Demostración. Sea M un punto de la curva y'. Por 
definición, su distancia h (M) hasta la curva y es el 
extremo inferior de las distancias de los puntos de la 
curva y al punto M. Si los puntos M y O son suficiente¬ 
mente próximos, este extremo inferior se alcanza en un 
punto M de la curva y. 

Demostremos que el segmento MM va en dirección 
de la normal a la curva 7 en el punto M. En efecto, sea 
r(s) el vector de un punto de la curva y y sea m el vector 
del punto M. El cuadrado de la distancia entre el punto M 
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y el punto de la curva es igual a (r (s) — w) 4 . Para ol 
valor de s correspondiente al mínimo de esta distancia, 
tenemos 

de donde (r (s) — m) r' (s) — 0 lo que significa que el 
vector MM va en dirección de la normal a la curva y 
en el punto M. 

Sean g y i) los cosenos_directores de la recta MM. Las 
coordenadas del punto M se pueden expresar a través 
do las coordenadas del punto M del modo siguiente: 

x — z + efi o 

donde li es la distancia entro el punto M y la curva y. 

Las coordenadas x e y del punto M satisfacen, por ser 
ésto un punto de la curva y, la ecuación <p ( x , y) = 0. 
Es decir, 

<P (* + y + t]/i) = Ü. 

Do aquí resulta que 

<p (*. y) + g*<p, (x, y) + n/»«p„ (x, y) + >¿n = o, 
donde /f es una magnitud acotada en un enlomo del pun¬ 
to O (x,, y 0 ). 

Si a: —► x 0 o y -*• Po, 1“ expresión g<p x + rup # tiende 
a un limite distinto de cero ya que representa el producto 
escalar de dos voctores de coordenadas g, r) y <p x , <p y 
que en el límite son distintos de cero y están dirigidos 
según la normal a la curva y en el punto O. Por lo tanto, 

la magnitud h — , ~;' i —- h 3 IC es del mismo orden 

quo q> cuando M —► O. 

Supongamos quo el punto M de la curva y’ corresponde 
al valor í del parámetro. Entonces, su distancia al pun¬ 
to O, igual a 

1 r (t) — r (í„) l = I (í — «o) (»*' (t 0 ) + e) |, 

es de orden | l — í 0 | si M es suficientemente próximo 
a O. Do aquí se deduce que para que la curva y' tenga 
con la curva y en el punto O un contacto de orden n 


4—0208 
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es necesario y suficiente que 

^“-0 cuando ,^ a . 

Pero esto siguifica que en el desarrollo de la función 
9 ( x (0. y (<)) según las potencias de (t — t 0 ) todos los 
términos hasta el n-ésimo inclusive son iguales a cero. 
Hemos demostrado el teorema. 

Ejemplo. Hallar la parábola de tipo 

y — (“o + o¡ x + ■ - • + a n x n ) = 0 
que tenga un contacto de orden n con la curva 

y = 9 (*) 

en el punto (U, <p (U)). 

Según el teorema, para x = 0 y k = 0, 1, . . n 
-~(<f {x)-a e -u,u-...-a n x") = 0 , 

de iloude 

“o = 9(0). « 1 -S'l 0 ).a„=-i-q.< n >(0). 

La parábola buscada os 

y = 9 ( 0 ) + <p' ( 0 ) z + i 9 ' ( 0 ) ** + ... + -i- q><»> ( 0 ) *". 

§ 5. Envolvente de una familia de curvas 
dependientes de un parámelro 

Sea S {y„} una familia de curvas suaves en el plano 
dependientes de un parámetro a. Una curva suave y se 
denomina envolvente de la familia S si en cada uno de 
sus puntos es tangente al menos a una curva de la familia 
y si cualquier sogmento de la misma es tangente o un 
conjunto infinito de curvas de la familia (fig. 11 ). 

Ejemplo. Una curva suave carente de partes rectilíneas 
es la envolvente de sus tangentes. 

El teorema que viene a continuación resuelve en cierta 
medida el problema sobre la determinación de la envol¬ 
vente. 
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Teorema. Supongamos que las curvas y a ile la [amilia S 
vienen dadas en una región C por las ecuaciones 

<p (z, U, *) — 0, a < a. sC b, 

donde ip es una función continuamente diferenclable respecto 
a todos los argumentos que satisface la condición q>£ + 
-f q>2 =?fc 0. Entonces la envolvente y de la ¡amilia S (si 
es que existe) se determina por las ecuaciones 

<P (a. V. a) = 0 y <p„ ( x, y, a) = 0 

en el sentido de que para todo punto (x, y) de la envolvente 
se puede indicar un valor a tal que el sistema de los valores 
x, y, y a satisfará ambas ecuaciones ip = Ü y ip a = 0. 

Demostración. Sea P (x, y) un punto cualquiera de la 
envolvente y. Pueden presentarse dos casos: 

1. liay un conjunto infinito do curvas y al , y a2 , . . . 
de la familia tangentes en el punto P. 

2. Hay sólo un número finito de curvas y al , .... y on 
de la familia tangentes en el punto P. 
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Analicemos el primer caso. Sin perder generalidad, 
podemos aceptar que la sucesión de números a k con¬ 
verge a un número a 0 (a ^ a„ ^ b). Puesto que el punto 
P pertenece a cada una de las curvas y a h, se tiene 
<p ( x, y, a k ) “= 0. Do aquí que 

cp (x, y, a„) — <p ( x , y, a,) = (a* - a,) <p a (x, y, a *) = 0, 

donde a* oslá comprendido entre a k y a,. Por consiguien¬ 
te, q> a (x, y, a*) = 0. Pero a» y a¡ a 0 cuando k y 
l oo; por esto, 

<P (*. y, a„) = 0 y <p a (x, y, a B ) = 0 

y en el primer caso queda demostrado el teorema. 

Consideremos el segundo caso. Supongamos que el 
teorema es falso y que, por consiguiente, <f a (*, y, <**) 7^ 0 
para cualquier a* (le — 1, 2, . . n). 

Desiguemos por tul un e-eutorno cerrado del punto 
a* en el segmento (a, 6) y por ó un segmento pequeño 
de la envolvente y que coinpronde el punto P. Si fijamos 
e y tomamos ó suficientemente pequeño, para toda curva 
Ya tangente a Ó el valor o pertenecerá a uno de los entor¬ 
nos tul. Si aceptamos lo contrario, llegaremos fácilmente 
a la conclusión de que en el punto P es tangente a la 
curva y una curva de la familia distinta de las Ya* 1° 
cual es imposible. 

Designemos por m h el conjunto de puntos del segmento 
ó en los que son tangentes las curvas Ya con a c: to£. 
Es obvio que m h es un conjunto cerrado. Formemos el 
segmento ó, perteneciente a ó, que respecto a cada uno 
de los conjuntos posee la siguiente propiedad: o bien 
el conjunto m k comprende todo el segmento ó, o bien no 
contione ningún punto del mismo. Es fácil construir el 
segmento ó. Primero construimos el segmento 6' toman¬ 
do ó' = ó si el segmento ó está íntegramente contenido 
en m x , o tomando para ó' un segmento en el conjunto ó — 
— m¡ complementario do m, si Ó no queda cubierto por 
m¡. Después, a partir del segmento ó' y del conjunto m¡, 
construimos de un modo análogo el segmento 6", etc. 
Con un número finito de semejantes construcciones lie- 
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garemos a obtener el segmento 6 que poseo las propieda¬ 
des señaladas. 

Supongamos que el conjunto m* contiene el segmento 
8. Siendo e suficientemente pequeño, en un entorno del 
punto P la familia de curvas y tt con a cz coj puede ser 
definida mediante la ecuación 

'p fe, y) *= a, 

donde ip (x, y) es una función continuamente diferen¬ 
ciare que satisface la condición i|4 4- i|v, 0. Esto 
resulta de nuestra hipótesis de quo q> a (x, y, a,,) 0 

en el punto P. 

La curva y en el segmento ó puede ser definida median¬ 
te las ecuaciones x = x (í) e y — y (í), donde x ( t ) o y ( t) 
son funciones continuamente diferenciables que cumplen 
la condición x' a + y' 3 gfc 0. Designemos por a fí) ol valor 
del parámetro aca» que correspondo a la curva Ya 
tangente al segmento 8 en el punto (x (l), y (íl). Es obvio 
que 

«<0 - * (* w. y ( t)) 

es una función continuamente diferonciable. Tonomos 
o' = + %y\ 

Puesto que x' e y ' son los componentes del vector tangente 
a la curva y. ’fx >' ’I’b son los componentes del vector de la 
normal a la curva y a y puesto que las curvas y a ( i> y y 
son tangenles en el punto (<), resulta que a' = 0 y, por 
consiguiente, a — const. 

Es decir, sólo una curva de la familia y a con *c u» 
es tangento o la curva y a lo largo del segmento 6 y, 
por consiguiente, en toda la familia 5 hay a lo sumo n 
curvas de esto tipo. Pero, según la definición de la en¬ 
volvente, debe haber un conjunto infinito. Llegamos a 
□na contradicción. Hemos demostrado ol teorema. 

Nota. El sistema de ecuaciones 

V (x. y , al = 0 y <r a (x. y, al = 0 

puede cumplirse, hablando en términos generales, para 
curvas quo no son envolvente. Por ejemplo, la ecuación 
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de la envolvente de la familia de curvas 

(z — a) 3 + (y — al 3 — 3 (j — a) (y — a) = 0 

so verifica para la recia x = y que, sin embargo, no es 
envolvente. Esta recta consta de los puntos múltiples de 
las curvas de la familia (fig. 12). 

EJERCICIOS PARA EL CAPITULO 11 
t. Para la hélice 

x ■= eos t, y &= sen I, i = I 
hallar e» el punto (1, O, 0) las ecuaciones 

a) de la tangente, 

b) del plano osculador, 
e) del plano normal, 

d) de la normal principal, 

e) de la binonnal. 

fíespuesta. La ecuación do la tangente es 
x— 1 y 
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la ecuación del plano escalador es 

y — s = 0 ; 

la ecuación del plano normal es 

y + » - 0 ; 

la ecuación de la normal principal es 

¡,= i = 0; 


la ecuación de la binormal os 
i-l 


2. Determinar la 
por los ecuaciones 


ecuación de la tangente a la curva definida 
y*= * 


en el punto (0, 0, 1) 
Respuesta. 



3. Hallar la ecuación de la parábola de tipo 

y = m + 6 

tangonte en el punto (1, 1) a la circunferencia 
r* + y» = 2. 

Respuesta, y = r* — 3* + 3. 

4. Hallar la curva y y Os) si se conoce que. es constante o 
igual a a la longitud del segmento do la tangente comprendido 
ontre el punto de tangencia y el punto do intersección de la tangente 
con el eje *. 

Respuesta La tractriz 

c + *=„,„ — V ygry. 


5. Sobre las biuormales do una hélice simple so toman seg¬ 
mentos de una misma longitud. Hallar la ecuación de la curva for¬ 
mada por los extremos dé estos segmentos. 

Respuesta. Una hélice. 

6. ¿Bajo qué ángulos so cortan las curvas 

a-y = c, y i* — y* = c,? 

7. Demostrar que si en el plano la curva y se corta formando 
ángulo recto con las curvas do la familia 

flx, y)=const Cp|+<p£ + 0), 
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entonces esta curva satisface la ecuación 
dx dy 
<fx~ ty ‘ 

8. Hallar la familia de curvas que cortan bajo un ángulo recto 
todas las circunferencias que pasan por do9 puntos dados del plano. 

Respuesta. Una familia de circunferencias. 

0. Hallar la ecuación do la circunferencia que tiene un con¬ 
tacto do orden dos con la parábola y ■= x 4 en su vértice. 

Respuesta, .r- -i- y 1 =* y. 

10. Hallar la envolvente de la familia de rectas que forman en 
el ángulo de coordenadas XOY triángulos de área 2a*. 

Respuesta. La rama correspondiente al ángulo XOY de la hi¬ 
pérbola equilátera ry — a 1 . 

ti. Hollar la envolvente do la familia do rectas sobre las 
cuales les ojes de coordenadas detorminan un segmento de longitud 
constante a. 

Respuesta. La astroide 


2 2 1 

12. Hallar la envolvente de las trayectorias de un punto mate¬ 
rial lanzado desde el origen de coordenadas con velocidad v 0 . 
Respuesta. Lo parábola do seguridad 



g es la aceleración do la gravedad). 

13. Hallar la envolvente de los rayos luminosos que parten 
del origen de coordenadas y son reflejados por In circunferencia 

r* + = 2ar. 

Respuesta. 121 caracol de Pascal 

(**+»*- 2 «*)*+ -x- ( ** -I " 2 ~ *T 1 ) “ 0 • 


PnOBI.EMAS y TEOMFMAS PAI1A El CAPITUI.0 II 

1, Sean y una curva, P un punto do la misma y g una recta 
que pasa por dos distintos puntes R y S de la curva. Se dice quo 
la curva y tiene en el punto P una tangente en el sentido tuerte 
si las rodos g convorgon a una recta gp cuando HyS-rP. 

Demostrar uuo toda curva suave poseo en cada punto una tan¬ 
gente en ol sentido fuerte y.quo ésta coincide coú la tangente corres- 
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pondiente a la (lefinicióu habitual dada en el § 2. 

Si la eurva posee en cada punto una tangente on el sentido fuer¬ 
te, la curva es suave. 

2. Demostrar que si las tangentes a una curva suave pasan por 
un mismo punto, entonces la curva es un segmento de recta, una 
semirrecta o una recta. 

8. Demostrar que las tangentes a la hélice 


* = a eos o)f. y — a sen (el, * = H 

forman ángulo constante con el plano xy. Demostrar que las ñor 
males principales de la hélice cortan ol eje s 

4. So denomina inversión la transformación para la cual los 
puntos correspondientes pertenecen a una misma semirrecta quo 
urranca de un punto fijo S (centro de la invorsión) siendo constante 
ol producto de sus distancias o 5. Demostrar que la inversión con¬ 
serva los ángulos entre las curvas. 

5. Demostrar que la curva os plana si las tangentes a la misma 
son paralelas a un plano. 

0. ¿Bajo qué condición las rectas g, 

/ a,(í)*4 ó|(')!/+Ct(f)* + d| (0=0, 

l n,(0*4MO»4-ej<0*4-d,(0-0, 

son tangentes a la curva 

x - x (0. y — v (0. * “ * (0? 

Hallar esta curvo 

7. Hallar en el punto (x„. %, x 0 ) la ecuación del plano oscula- 
dor a la curva definida por las ecuaciones 

q> (x, y, *1 — 0 y ip (x, y, ¡) - 0. 

8. Sean y una curva. P un punto de la misma y a un plano 
une posa por los tres distintos puntos Q, R y S de la curva. So 
dice uno la curvo y posee en el punto P un plano osculador en el 
sentido fuerte ai los planos a convergen a un plano a P cuando Q, 

Demostrar quo toda curva regular (dos veces continuamente di¬ 
ferencia lile) que en el punto P posee un plano imiilador único eli el 
sentido habitual (5 3). tiene en dicho punto un plano osculador 
en el sentido tuerto y ambos coinciden. 

9. Hallar la curva 

x x (0, y = y (<). * = * (0 

a partir de sus planos osciladores 

A 11) x -j- U (í) y + C (0*4 '> 10 = 0- 
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10. Demostrar que la cursa es plana si todos sus planos oscu- 
ladores pasan por un misino punto. 

11. Demostrar que una condición necesaria y suficiente para 
quo la curva 

x = x(t), y = y (0, * = *(«) 


sea plana consisto en que 


*' y' 
** y' 
x- y” 



12. Demostrar que la propiedad de contacto de curvas es recí¬ 
proca, o sea, si una curva suave y, tiene un contacto do orden n 
con una curva suave y,, entonces la curva y s tieno en el mismo 
punto un contacto do orden n con la curva y, 

Mostrar con un ejemplo que os substancial la oxigcncin de la 
suavidad. 

13. Supongamos quo las curvas y,, y, y y, poseen un punto 
común P en el que las curvas y, y y, y las curvas y, y y, tienen un 
contacto de orden n. Entonces las curvas y, y y, tambión tienen 
un contacto do ordon n en el punto P. 

14. Demostrar que es plana toda curva que en coda uno de sus 

t un tos tieno un contacto do orden tres con el plano oscu- 
ador. 

15. Entre los puntos do los ejes de coordenadas x o y se ha 
establecido una correspondencia proyectiva 

«ó-Py-¿0. 


Demostrar que lo familia do las rectas que unen los puntos 
covrospondiontes do los ejes onvuclvc una curva de segundo 
grado. 

16. Demostrar que si una familia monoparamétrica de cur¬ 
vas en el plano viene definida por las ecuaciones 

if (x, [, a, P) = 0 y / (a, pi = 0 

Siendo /* + 0. entoncos la envolvonte do esta familia satis¬ 

face las ecuaciones 


= 0, / = 0. ip a + X/ a — O s ¥r + Wp ■* 0 

en el sentido de quo para todo punto (x, y! de la envolvente se pue¬ 
den indicar unos valores a, P y X quo junto con x e y satisfacen las 
cuatro ecuaciones señaladas. 

La ecuación do la envolvente en forma implícita puede 
obtonorso por eliminación de a, p y X de estas cuatro ecuacio¬ 
nes. 
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CAPITULO III 

CUESTIONES DE LA TEORIA DE CURVAS 
RELACIONADAS CON LOS CONCEPTOS 
DE CURVATURA Y DE TORSION 

§ 1. Longitud de arco de una curva. 

'Pacainetrización intrínseca 

Sea y una curva elemental, o sea, la imagen de un 
segmento abiorto g obtenida por una aplicación topoló- 
gica /. Respecto a la quebrada F (fig. 13) diremos quo 
está bien inscrita en la curva y si las preim Agenes de sus 
vértices sobre g tienen el mismo orden que en ín quebrada. 
La propiodad de una quebrada de estar bien inscrita 
en la curva no depondo del homeoraorfismo f. Se dice que 
la curva es rectificable en un entorno del irunlo P si existe 
un entorno elemental de este punto tal que todas las 
quebradas bien inscritas en él resultan uniformemente 
acotadas en cuanto a la longitud. Una curva rectificable 
en un entorno de coda uno de sus puntos so denomina sim¬ 
plemente rectificable. 

Entenderemos por segmento do una curva una porción 
de la misma lioineomorfa a un segmento rectilíneo cerra¬ 
do. Denominaremos longitud de arco de un segmento (o sim¬ 
plemente longitud de arco) el extremo superior do las 
longitudes de todas las quebradas bien inscritas en esto 
segmento. 

Teorema. Toda curra suave y es rectificable. Si 
r = r (<) 

es una paramefrlzación suave de la curva y y (a ^ t ^ b) 
es un segmento de la curva y, entonces la longitud de este 
segmento es 

h 

*W= 5 Ir'(01*. 

ci 

Demostración. Sea P un punto cualquiera de la curva 
y r — t {<) una paramotrización suave de la curva en un 
entorno de este punto. Estimemos la longitud de una 
quebrada T bien inscrita eu el entorno a< t< (3 del 
punto P. 
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Sean t,, l., . ... l„ los valores ilol parámetro corres¬ 
pondientes n los vértices sucesivos de la quebrada. La 
longitud dol lado de la quebrada que une los vértices 
(<f-i) y (</) os igual a | r (/,) — r (<,_,> |. La longitud 
de toda la quebrada os 

s(r) =2|r(/|)- r(t,-,)|. 

Tenemos 

r(t,)—r («,.,)= j 
De aquí resulta 

i' 

k(íf)-r(t,.,)|< ) |r'(/)|^(t» — í<_,) M, 

donde M es una constante que satisface la condición 
| r' (í) | < M. Por consiguiente 

«(D< M 2 (t¡ - 1,.,) M (P - a). 

Es decir, las quebradas T, inscritas en un entorno 
suficientemente pequeño del punto P, están acotadas en 
conjunto y, por consiguiente, ia curva y es rectificable. 
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Determinemos la longitud de un segmento y de una 
curva v definido por la ecuación 

r — r (t). a ^ t ^ 6. 

Observemos, ante todo, que repitiendo literalmente 
el razonamiento anterior podemos probar que son unifor¬ 
memente acotadas las longitudes de las quebradas inscri¬ 
tos en el segmento y. Por consiguiente, la longitud de arco 
del segmento y es finita. 

Inscribamos en el segmento y una quebrada T que 
satisfaga las condiciones siguientes: 1) la longitud de la 
quebrada T difiere a lo sumo en e de la longitud de arco 
dol segmento y: 2) para todo i es | í (fl — t¡ | < ó. Aquí 
e y ó son números positivos cualesquiera. Es fácil ver 
que tal quebrada existe. En efecto, por definición de la 
longitud de arco de un segmento de curva, existe una 
quebrada que cumplo la primera condición. Agregándolo 
nuevos vértices no alteraremos la primera condición y, 
al mismo tiempo, podremos cumplir la segundu. Adomás, 
podemos aceplur que el primor vértice de la quebrada 
coincide con el punto (a) y el último, con el punto (b). 

Tenemos 

o 

i U 

6 

+ { 2 ~ *<-<> I•*' <*<) I - j I r' (t) | dt} + 

i a 

+ { s.1 r ('■)- r ('<-«) l~ 2 (*■-*‘-<) I I} . (*) 

i i 

Por el modo de construir F, el primer miembro de esta 
igualdad difiore de s (y) en e n lo sumo. En cuanto al 
segundo miembro, os tan próximo a 

b 

5 k' (01 dt 

a 

como se quiera. En efecto, por definición de la integral, 
el segundo término de este miembro es pequeño si lo es 
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6. El tercer término puede ser representado en la forma 

'i 

2| J * , (9*|-2 i l r '( < ‘)l d< 

<i-i «i-i 

y, por consiguiente, su valor absoluto no pasa de 

'< ¡¡ 

2 ] |r’(í)-r'(t|)|<ü= j e(t)df, 

'i-i 

donde a (í) -*-0 cuando 6 -*-U en virtud de que la fun¬ 
ción r' (í) es uniformemente continua. Luego, el tercer 
término de la igualdad (') es pequeño si lo os ó. 

Es decir, llegamos a la conclusión de que la longitud 
del segmento y de la curva "y difiere tan poco como se quie¬ 
ra de 

b 

Jk'WI* 

o 

y, por consiguiente, es igual a esta integral. 

Hornos demostrado completamente el teorema. 

Sean y una curva rectificable y r — r (t) una para- 
metrización do Ja misma. Sea s (t) la longitud de arco del 
segmento /„< do la curva y- Definamos la función o ( i) 
mediante las condiciones 

o (t) — s (<) si í„ < t, 
a (f) = —< fí) si t„ > t, 
o (f 0 ) = 0. 

La función o (<) es estrictamente monótona. Por esto, 
podemos l omar o como parámetro do la curva. Denomina¬ 
remos esta parametrización intrínseca. 

Teorema. La parametrización intrínseca de una curva 
regular (k veces diferencíable o analítica ) sin puntos singu¬ 
lares es una parametrización regular (k veces di¡erenciable 
o analítica, respectivamente). Si r — r (o) es la parametri¬ 
zación intrínseca de una curva, entonces 
I r' (o) | = t. 
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Demostración. Sea r = r (t) una parametrización re¬ 
gular cualquiera de la curva y en un entorno de un punto 
arbitrario correspondiente al valor a¡ del parámetro. 
Pora todo segmento perteneciente a este entorno tenemos 

i _ 

o—a,*= j 
n 


Puesto quo ■r' 1 {t)> 0 y r (1) es una función 

k veces diferenciable de t, resulta quo / es una función 
k veces diferenciable de o. Pero para o próximos a a 1 
se tiene r (o) = r (t (o)). De aquí se deduce que r (a) 
es una función regular (k veces diferenciable). Tenemos 


ir {a} dr(l ) dt di- (/) 

do di do dt 

Por consiguiente, 

r' (o) - 1. 


1 


iüiÜ ’ 

di 


Hemos demostrado el teorema. 

Para terminar, daremos las fórmulas quo permiten 
calcular la longitud de arco de una curva regular para los 
distintos casos do la representación analítica de la curva. 
1. Si la curva viene dada por las ecuaciones 

x = x (i), y = V W. * = * (0. 

en toncos 

tt tt 

s (t„ í.) = j | r' (I) | dt = j V *■»+/*+ 

fl i\ 


2. Si la curvo viene dada por Jas ecuaciones 
y = y (x), z = z (z), 

entonces 

X* 

ai 

En el caso de curvas planas pertenecientes al plano 
xy, en estas fórmulas hay que poner z' = 0. 
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§ 2. Curvatura de una curva 

Sea P un punto cualquiera de una curva regular y y 
sea Q un punto de la curva próximo a P. Designemos 
por Ad el ángulo entre las tangentes a la curva en los 
puntos P y Q y por | As 1 la longitud de arco del segmento 
PQ de la curva (fig. 14). 

Denominaremos curvatura de la curva y en el punto P 
el límite do la razón Ad (| As |)~' cuando Q -*-P. 

Teorema. Tocia curva regular (dos veces continuamente 
dilerencíable) tiene en cada punto una curvatura determi¬ 
nada k x . Si 

r = r(t) 

es la p'iramctríznción intrínseca de la curva, entonces 
|r’(s)|. 

Demostración. Supongamos que los puntos P y Q 
corresponden a los valores s y s + As dol parámetro. El 
ángulo Ad es igual al ángulo cutre los vectores unitarios 
tangentes t (s) = v' (s) y t (s + As) = r' (s + As). 

Puesto que los vectores i (s) y x (s + As) son unita¬ 
rios y forman ángulo Ad, resulta que | x (s 4- As) —x(s)|= 

= 2 son (fig. 15). Por ello 

, AO A» 

I x(«-|-As)—x(«) 1 _ ~ Se ° 2 90 2 Aft 

I Aj | | As ( _Aft | As | 

2 

Obsorvando que Ad —►0 cuando | As | —»- 0 debido a la 
continuidad de x (s) y pasando al límite, encontramos 

|r"(s)|~*i. 

Hemos domostrado ol teorema. 

Seo la curvatura distinta de cero en un punto dado de 
la curva. Consideremos el vector v = iT, r " vector v 

es unitario y se encuentra en el plano osculador a la 
curva (§ 3 del capítulo IT). Adornas, este vector es per¬ 
pendicular al vector tangente x ya que x s = 1 y, por 
consiguiente, xx' - xvfc, — 0. Es decir, este vector 
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Fig. 15 


tione la dirección de la normal principal a la curva. Es 
evidente que la dirección del vector v no cambia si se 
modifica el origen de referencia de los arcos s o el sentido 
del recorrido. Al hablar en adelante del vector unitario 
de la normal principal de la curva, entenderemos por éste 
ol vector v. 


6-0209 
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Es obvio que el vector t X v = (i tiene lo dirección 
de la blnormal a la curva. Denominaremos osle vector 
vector unitario de la binormal a la curva. 

Hallemos la fórmula de la curvatura de una curva 
para cualquier parametrización. Supongamos que la 
curva vione dada por la ecuación vectorial 
r = r (t). 

Expresemos la derivada segunda de la función vectorial r 
respecto al arco s en términos de las derivadas respecto 
8 t. Tenemos 

r' = rW, 

do donde 

r' 2 = *'*. 

Por consiguiente, 

r;= y=r- 

Derivando esta igualdad una vez más respecto a f, obte¬ 
nemos 

. . r* (r'r“) r' 

^"TVW- 


“ jvPv*' 

Elevando esta igualdad al cuadrado y observando que 
s '2 _ ,.n t tendremos 

r--r'I-(rV)» 

«1 (r'2)3 

o, que viene a ser lo mismo, 

> f l _ (r'xr *) 2 
1 (r'*)> • 

Para la curvatura de una curva dada por las ecuaciones 

x = x (<). il = íl (<). * = *(<) 
obtenemos de aquí 

I*" »'|2 . I ir *'l 2 . 1*" «'I* 




r 2 + r *; 2 + 

y y » 


Si la curva es plana y se encuentra en el plano xy, 

u »* y ' — y **') 2 

• <*•»+/*)* • 
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Si la curva es plana y viene dada por la ecuación y = 

= y (*). 

/,« »** 

‘ ‘ + • 

Nota. La curvatura do una curva es. por definición, 
no negativa. Para las curvas planas resulta conveniente 
en muchos casos asignar a la curvatura un signo conside¬ 
rándola en unos casos positiva y en otros, negativa. Bsto 
se hace partiendo de que el vector r' (t) tangente a la 
curva gira al desplazarse a lo largo de la curva en el 
sentido de los valores crecientes de t. Según el sentido en 
que gira el vector r' (t), la curvatura se considera positiva 
o bien negativa (fig. 16). Si el signo de la curvatura de una 
curva plana se determina de este modo.para ella se obtiene 
la fórmula 

k— o 

(*'*_»'*)* (*'*+»'*)* 

En particular, si la curva viene dada por la ecuación 
y=y (x), so tiene 

~ J o * =-¿-y. 

(l+»'*) i fl+í' 2 ) 2 


5* 
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Para terminar, hallemos todas las curvas que en cada 
punto tienen curvatura igual u cero. Tenemos 

*, = |r'(s)| = 0. 

De aquí v" (s) = 0 y, por consiguiente, r (s) = as |- 6, 
donde a y A son unos vectores constantes. 

Es <locir, una curva cuya curvatura es siempre nula., es 
una recia o un segmento abierto de una recta. La afirmación 
recíproca también es válida. 

§ 3. Toreión de una curva 

Sea P un punto cualquiera do una curva y Y sea Q 
un punto de la curva próximo a P. Designemos por M 
el ángulo entre los planos osculadores a la curva en los 
puntos P y Q y por | As |, la longitud del segmento PQ 
de la curva. Entenderemos por torsión absoluta | /c s | 
de la curva y on ol punto P el límite do la razón Ad (|As|) _l 
cuando Q -*■ P (fig. 17). 

Teorema . Toda curva regular (tres veces continuamente 
dlferenclable) en cada punto en el que la curvatura es distinta 
de cero tiene una torsión absoluta 1 fc, | determinada. Si 

r = r (s) 

es la parametrización intrínseca de la curva, entonces 

Demostración. Si on el punto P la curvatura de la 
curva y distinto de cero, también será, por continui¬ 
dad, distinta de cero en los puntos próximos a P. En 
todo punto en ol que la curvatura es distinta do cero, los 
vectores r' (s) y r" (s) son distintos de cero y no son para¬ 
lelos. Por eso, on todo panto Q próximo a P existe un 
plano osculador determinado. 

Sean P (s) y p (s + As) los vectores unitarios de la 
’binormal en los puntos P y Q do la curva y. El ángulo 
AO es igual al ángulo entre los vectores P (s) y P (s + As). 

Puesto que los vectores p (s) y f$ (s -f As) son unitarios 
y forman ángulo Ai), es | p (s 4- As) — p (s) | = 2 sen . 




kiK. 17 


Por eso 

Aft AO 

|jt(H-A«)-PWI ^ n ~ ao 

l A« | Ai | _AO 'TArp 

2 

Pasando al límite para | As | —»- 0, obtenemos de aquí 

I ** I = I V I- 

El vector 0'os perpendicular a p piiesp'p = (/T - ^ 2 )’ = 
= 0. Es fácil ver que también es perpendicular a t. En 
efecto, 

P' — (t X v)' = t' X v + *]X v'. 

Pero x' || v. Por esto P' = t X v', do donde resulta que 
P' es perpendicular a t. Es decir, el vector p' es paralelo 
al vector v y, por consiguiente, 

I A» I = I (P'v) I. 

* 1 r' V r* 

Tomando aquí v = r- r" y p =—-—, obtenemos 

«1 K\ 


Hemos demostrado completamonlo el teorema 
Definamos abora la torsión de una curva. 
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Bel paralelismo ili> los vectores p' y v so deduce que 
el plano oseulndor gira alrededor de la tangente a la 
curva cuando so desplaza a lo largo de la curva en el 
sentido do los valores crecientes de s. Cu vista do ello, 
definiremos la torsión de la curva mediante la igualdad 

>*t — ± I ** I 


y tomaremos el signo (+) si el ¡daño oseulndor gira del 
veedor p hacia el vector v (fig. 18) y el signo (—) si gira del 
vector v luida el vector p. Definiendo de este modo la 
torsión de la curva, tendremos /r« = P'v o 


*a = 


(r'. *■", r-) 
*? 


Hallemos la fórmula para la torsión de lina curva en 
el caso de cualquier parametrizacióu regular r — r (<). 
Tenemos 


r, — r't', r' u = r”t' 2 -f- r't", 
r!u—r’t' , + {r', r"). 


donde {»•', <•"} es una combinación lineal de los vectores 
r‘ y r". Introduciendo en la fórmula para k¡ las expresio¬ 
nes halladas paro r¡, yi'Zi y observando que í’ ! = 
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obtenemos 

*2 - (r - ~ r ')2 • 

Para terminar este parágrafo, hallemos todas las cur¬ 
vas que en cada punto tienen torsión nula. Tenemos 

k t = p'v = 0. 

Como, además, P't = 0 y P'P = 0, resulta que P' = 0, 
o sea, p = Po = const. 

Los vectores t y p son perpendiculares. Por oslo, 
r‘ P 0 = 0. De aquí resulta (r (s) — •/•<,) p n = 0; ello sig¬ 
nifica que la curva se encuentra en el plano determinado 
por la ecuación vectorial (r — r„) p 0 * 0. 

Es decir, toda curva cuya torsión es nula en cada punto, 
es una curva plana. También os válida la afirmación re¬ 
cíproca. 


§ 4. Fórmulas de Frenet. 

Ecuaciones intrínsecas de una curva 

Las tres semirrectas que arrancan de un punto de la 
curva y tienen las direcciones do los vectores t. v y P 
son aristas de un ángulo triedro. Esto ángulo triedro se 
denomina triedro intrínseco. 

Para estudiar las propiedades de la curva en un en¬ 
torno de un punto arbitrario P, en muchos casos resulta 
útil escoger el sistema cartesiano de coordenadas tomando 
como origen de coordenadas el punto P de la curva y como 
ejes de coordenadas, los ejes del triedro intrínseco. Más 
tarde obtendremos la ecuación de la curva respecto a esto 
sistema de coordenadas. 

Expresemos las derivadas de los vectores t, v y p 
respecto al arco de la curva en términos de los propios 
vectores t, v y p. Tenemos 

t' r' — A,v. 

Para hallar P' recordemos que el vector p' es paralelo 
al vector v y que P'v = /f s . De aquí que 

P' = fc,v 
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Finalmente, 

V' - (($ X xY = P' x T + p X T' ^ 

= ft.V X T + /.,P X V = — (k,X + /CjP). 
Las fórmulas 

t' = ¿,v. 

v' = —k,x — A-jP, 
p' =. * 2 v 

so denominan /órmulas de Frenel. 

Hallamos la descomposición del radio vector 
»• (s 4- Ai) en un entorno de un punto arbitrario P corres¬ 
pondiente ni arco srespecto a los ejes del triedro intrínseco 
on este punto. Tenemos 

r (i + As) = r (s) + Air' (í)+yr'(s) + ^r'(s)+ ... 


Poro en el punto P so tiene /• = 0, »•' = x, r" — /c,v, 
#•" = k',v — k’,x — /i|/c 2 p. ote. Luego, 


r(i+Ai)=(Ai-^-+...)r + 



Tomando como ejes x. y y z del sistomn cartesiano 
de coordenadas la tangente, la normal principal y la 
b(normal, obtenemos de aquí la ecuación rio la curva 
roferida :i los ejes dol triedro intrínseco 


!=■ A 


6 


+ • • •• 


y 


2 



w¡i i 

fi T 


Las proyecciones do la curva sobro los planos del 
triedro intrínseco en un entorno de su vértice so deter¬ 
minan por los pares correspondientes de estas ecuaciones. 
El carácter de los proyecciones para k, 0 y k, 0 
puede verse en la fig. 19. 
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Hemos visto que los coeficientes del desarrollo do la 
función r (s -1- As) en serie de potencias de As so expresan 
sólo a través de la curvatura y la torsión do la curva. 
Esto permite suponer que la curvatura y la torsión deter¬ 
minan en cierta forma la curva. Efectivamente, tiene 
lugar el siguiente teorema. 

Teorema. Sean k 1 (s) y k t (s) dos funciones regulares 
cualesquiera con la particularidad de que k, (s) > 0. En, 
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tunees existe y es única, saino la posición en el espacio, la 
curva para la cual k¡ (s) es la curvatura y k t (*) es la tor¬ 
sión en el punto correspondiente al arco s. 

Demostración. Si la curva, cuya existencia afirma el 
teorema, realmente existe, los vectores unitarios r (s), 
v (*). y P (s) do la tangento, la normal principal y la 
b¡normal satisfacen el sistema de ecuaciones diferen¬ 
ciales 



on virtud de las fórmulas de Frene!. 

Por eso, para buscar la curva que nos interesa (de 
curvatura k¡ (s) y de torsión k 2 (s)) resulta natural anali¬ 
zar las soluciones del sistema (»). 

Sea | (s), q (s) y £ (s) ln solución de este sistoma que 
satisfaco las condiciones iniciales g — g„. i] = t|„ y 
5 = So para s = j 0 , donde g„. q 0 y g„ son tres vectores 
unitarios reciprocamente perpendiculares de producto 
mixto (g„, q 0 . g 0 ) = 1. 

Demostremos que para s cualquiera Jos vectores 
\ (*). 7] (s) y £ (s) son unitarios y recíprocamente perpen¬ 
diculares y que (g, q. g) = 1. Calculemos para ello 
(£’)'• («1 J )\ (£*)', (gq)'. (qg)' y (gg)'. Empleando las 
ecuaciones del sistema, obtenemos para estas derivadas 
ias expresiones siguientes: 

<!*)' = 2*i (l 2 !)- (fr)' = *. (<l s > - *, <g‘) - *, (gg). 

(q>)' = -2*, (gq) - 2A-, (qg). (qg)' = *, (i 1 ) - 

- k, <g a ) - k, (gg). 

(S*)' = 2fe, (qg). (g|)' = k, (qg) + k t (gq). 

Considerando estas igualdades come un sistema do 
ecuaciones diferenciales para | 2 , q a , g 2 , gq, qg y gg, 
vemos quo le satisfacen los valores g J = 1, q 2 = 1, 
g s = 1, gq =r 0, qg = 0 y gg = 0. Por otro lado, a este 
sistema ie satisfacen los valores g 2 = g 2 (s), q 2 == 

= TI 2 (s).(g|) = g (s) g (s). Arabas soluciones coin¬ 

ciden para s *= s„ y, por consiguiente, coinciden idén- 
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ticamente en virtud del teorema do unicidad. Es decir, 
para todo s 

V (s) = 1. V (s) = 1. ? (í) l (i) = 0. 

Demostremos que (£ (s), i) ($), £ (s)) = 1. Puesto que 
i) y 5 son vectores unitarios reciprocamente perpendi¬ 
culares. se tiene (5. £) = ±1. El producto mixto 

(|, i), J) depende continuamente de s y es igual a +1 
para s — ,v,; por oso, os igual a +1 para todo s. 

Consideremos ahora la curva y definida por la ecuación 
vectorial 

«— j Us)ds. 

!0 

OI)serv<‘inos. ante lodo, que la parnmclrunción de la 
curva y es inlnnsuca. En efecto, 1a longitud do arco del 
segmento de la curva y es igual a 

I > 

j |r’(í)|dí“ j ||(s)|ds = s —«o- 

30 40 

La curvatura de la curva y es igual a | /•" (s) | — | £' (s)l= 
= fe, (s). La torsión do la curva y es igual a 



Es decir, en el punto correspondiente al arco s lu 
curva y tiene la curvatura fe, (s) y la torsión k.¡ (*). 

Hemos demostrado la existencia do la curva. Demos¬ 
tremos la unicidad. 

Sean y, y y, dos curvas quo en los puntos correspondien¬ 
tes al arco s tienen las mismas curvaturas fe, (s) y torsio¬ 
nes fe s (s). Hagamos que coincidan los puntos de las curvas 
y, y y 2 correspondientes al arco *„ y los triedros intrín¬ 
secos en estos puntos. Sean x,. v,. p, y x a . v 3 . p, los vecto¬ 
res unitarios de las tangentes, las normales principales 
y las binorinales de las curvas y, y y s , respectivamente. 
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Las lomas de funciones vectoriales Ti (s), V! (s), 
Pi (s) y t. (í). v- (s). P, (s) son soluciones del sistema de 
ecuaciones para $, i) y £. Los valores iniciales do estas 
solucionos coinciden. De aquí se deduce que las soluciones 
coinciden idénticamente. En particular, t, (s) = t, (s), 
o sea. »•; (s) 53 r' t (s). Integrando esta igualdad entre los 
limites s 0 y s, obtenemos 

r, (s) B r, (s). 

Es decir, las curvas y, y y, difieren sólo por su posi¬ 
ción en el espacio. 

Hemos demostrado completamente el teorema. 

El sistema de igualdades 

k, = k, (s) y k z = A, (s) 

su denomina ecuaciones Intrínsecas ile la curva. Según el 
teorema demostrado, la curva se determina pur tus ecua¬ 
ciones intrínsecas unívocamente a menos de un desplaza¬ 
miento. 

§ 5. Curvas planas 

En este parágrafo consideraremos la circunferencia 
osculatriz de una curva plana, la evoluta y la evolvente. 

Soan y una curva plana y P un punto sobre la misma. 
La circunferencia x que pasa por el punto P se denomina 
circunferencia osculatriz do la curva y en el punto P si 
la curva tiene en este punto un contacto de orden dos con 
la circunferencia. El centro de la circunferencia oscula¬ 
triz se denomina centro de curvatura de la curva. 

Hallemos la circunferencia osculatriz de la curva regu¬ 
lar y en un punto P donde la curvatura es distinta de 
cero. Sea r = r (s) la paramotrización intrínseca de la 
Curva. La ocuación de una circunferencia cualquiera os 

(r - a)* - = 0, 

donde a es el vector del centro de la circunferencia y 
R es el radio. 

Según el teorema del § 4 del capítulo II, para que la 
curva y tenga un contacto de orden do3 en el punto P 
Con la circunferencia es necesario y suficiente que en 
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esto punto se cumplan las condiciones siguientes: 

(r (*)-<*)*-«* = 0, 

± (r (s) -«)»-«>} = 2 (r (í) - a) r' (s) = 0. 

-jjr {{r (s) - *)*- fp} - 2r' a (s) + 2 (r («) - a) r‘ (*) = 0. 

De estas tres condiciones, la primera significa que el 
punto P pertenece a la circunferencia. La segunda condi¬ 
ción permito ver que el vector (r (s) — a) que va del cen¬ 
tro de la circunferencia al punto P os perpendicular a la 
tangente a la curva; ello significa que el centro do la 
circunferencia so encuentra en la normal a la curva 
(fig. 20). La tercera condición determina el radio de la 
circunferencia. En efecto, se tiene »•'* (s) = 1 y r" (s) = 
= kv, puesto que | r (s) — a\ representa en el punto P 
el radio R do la circunferencia y puesto que el vector 
(»• (s) — «•) es paralelo al vector v, resulta 1 — Rk — 0. 
Es decir, el radio de la circunferencia osculalriz es igual 
al radio de curvatura de la curva. De aquí se deduce 
que no existe circunferencia osculatriz de la curva en el 
punto P si la curvatura en el punto P es igual a cero. 
En este caso la circunferencia degenera en una recta y la 
tangente a la curva tiene con la curva un contacto de 
orden dos. 



CONCEPTOS J1E CÜRVATURA V TORSION 


[Cap. III 


n 

(lentos encontrado el nidio y Ja posición del centro de 
la circunferencia osculatriz. Definamos ahora la evoluta 
de la curva. 

Se denomina evoluta de una curva el lugar geométrico 
de los centros de curvatura de la curva. 

Hallemos la ecuación de la evoluta de una curva re¬ 
gular y. Sea r — r (s) la parnmetrixación intrínseca de 
la curva. Entonces el vector del centro de curvatura de 
la curva es 

r = r + |v. 

Veamos qué representa en s! la evoluta de una curva. 
Nos limitaremos a considerar los siguientes casos prin¬ 
cipales: 

1. A lo largo de la curva so tiene k' (s) > 0 o bien 
k' (.») < 0 y k (s) no se anula. 

2. A lo largo de toda la curva so tiene k‘ (x) > 0 o 
bien k' (x) < 0 y k (s) se anula para s = » # . 

3. Se tiene k‘ (s) > 0 pora s < s 0 . k' (*) < 0 para 
s > s„, k' (s # ) = 0. k" (s 0 ) <^= 0 y k (s) no se anula. 

En el primer caso, la evoluta representa una curva 
regalar sin puntos singulares (fig. 21, a). En efecto, 

En el segundo caso, ln evoluta se descompone en dos 
curvas rogularos que representan los ovolutas de las 
partes de la curva y correspondientes s < s„ yas> 
(fig. 21, b). 

En el tercer caso, la ovolutn representa una curva regu¬ 
lar. El punto de la evoluta correspondiente al punto s„ 
(lo la curva es un punto singular; ;a saber, un punteo de 
rolroceso de primera ospecie (fig. 21, c). Domostremós 
esto. 

Para s =¡ s 0 se tiene 

? -v(t)-0. 

í "=-* x (t) , + v (t)'' 
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Referiremos la ovolula a unas coordenadas rectangulares 
tomando como origen de coordenadas el punto Q (s„) de 
la ovolutn y dirigondo los ejes x e y según la tangente 
y la normal a la curva y on el punto Q (s 0 ). Escogido el 
sistema do coordenadas de esta forma, tendremos 

— y (i) 

í=*y (t) (*—*•)*+ ••• 

De aquí so dedneo que el panto Q (s 0 ) de la evoluta os 
un punto singular, concretamente, un punto de retro¬ 
ceso de primera especie. 

Consideremos algunas propiedades de la evoluta. 

Sea y una curva rogular para la cual k' (s) os siempre 
del mismo signo y k (s) ; nunca se anula. En este caso, 
como liemos visto, la ovoluta y de la curva y es una 
curva regular sin puntos singulares. 

Hallemos la longitud de arco dol segmento de la evo- 
lula correspondiente al segmento s,s, de la curva. Tene¬ 
mos 

*(*!.**)= j |r'|d*= $ ¡(x) !*• 

*1 «I 

Plicátil que k' conserva el signo, do aquí obtenemos 

Es decir, la longitud de arco de un segmento de la evo- 
lula es igual al valor absoluto de la diferencia entre los 
radios de curvatura de la curva en los puntos correspondien¬ 
tes a los extremos de este segmento. 

Mostremos que la evoluta y es la envolvente de las 
normales a la curva y. En efecto, oí punto Q (s) de la evo¬ 
luta so encuentra en la normal a la curva en el punto 
Q (s). La tangente a la evoluta en el punto Q (s) tiene la 
dirección r' = y, por cousiguieuLe, coincide con 

la normal a la curva en ol punto Q (s). 
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Supongamos que la curva viene dada por las ecuacio¬ 


nes 

* — x (<), y = y (í). 


Hallemos su evoliila partiendo do que es la envolvente do 
las normales n la curva. La ecuación de la normal es 


(x— r (t)) y (i) + (y—y (*)) y' («)=0 


Por consiguiente, la envolvente se determina por las 
ecuaciones 


(x — r) x' + (y — y) y' = 0 


(i — .r) r* -f (y — y) y" — (x‘* + y' 2 ) = 0. 

De aquí obtenemos para x e y las expresiones siguientes: 


x^x — y 


y’x'—yy' 


« ü=y+ T ' 


yt+ v ' 2 

¡Tx 7 — *'/ 


So denomina evolvente de la curva y la curva y para 
la cual la curva y es la ovolutn. Sen /• = r (s) la parnmetri- 
zucióu intrínseca tío la curva y. El vector r (.v) tic un 
punto de la evolvente admito, obviamente, la represen¬ 
tación 


r(.v)-=r(s) + X(s)r(s). 


Derivando osla igualdad respecto a *, obtenemos 
r'=T-f-X'T + Xfrv. 

Puesto que /•' es perpendicular a i, de aquí resulta que 
X' — —1. Por consiguiente, X = c — s. 

Es decir, sí la curva tiene una evolvente, ésta viene 
dada por la ecuación 

r = r (s) 4- r (c — s), (•) 


donde r — ennst. Es fácil ver que toda curva definida 
por la ecuación (») tiene como evolutn la curva y y, 
por consiguiente, es para ella la evolvente. La ecuación 
de la evolvente cu el caso de una parametrización arbi¬ 
traria de la curva y es, obviamente. 


8-0209 



82 


CONCEPTOS DE CURVATURA Y TORSION 


[Cap. IU 




Fig. 23 



EJERCICIOS 


83 


o en forma escalar 


* = * (*) — 
y=y(*)- 


_ _*'Jo _ 

Y:' 3 (0+/ ! (') 

y' (0 

Y*'* M+ü'MO 


J/*'•« + ¥''(0*. 

J /*** (*>+*'*«*. 


Un procedimiento claro que permite ver cómo se forma 
la evolvente es el siguiente. Imaginemos «n hilo inex- 
lensible arrollado sobre la parte de la curva y correspon¬ 
diente as<c con un extermo en el punto Q (c). Si desarro¬ 
llamos el hilo tirando de su otro extremo, este extremo 
describirá la evolvente de la curva (fig. 22). 

Veamos que representa la evolvente en dos casos 
principales: 

1) k (s) no se anula para todos los puntos s < c de 
la curva; 

2) k (s) se anula sólo para s = s, siendo k' (s,) 0. 

En el primer caso, la evolvente es una curva regular 

carente de sigularidades. Efectivamente. 

r = (r — (s —c)t)'= — (s—c)*v=jfcO 


En el segundo coso, la evolvente os también una curva 
regular pero el punto Q (s,) de la evolvente es un punto 
singular; a saber, un punto de retroceso de segunda espe¬ 
cie (fig. 23). Para demostrar esta afirmación basta refe¬ 
rir la evolvente al sistema cartesiano rectangular de coor¬ 
denadas que se obtiene tomando como origen de coordena¬ 
das el punto Q (.«,) y como ejes de coordenadas las rectas 
paralelas a la tangente y a la normal a la curva y e» el 
punto Q (sj). 


EJERCICIOS PARA EL CAPITULO 111 

1. Hallar la longitud del segmento —a < * < a de la pará¬ 
bola 

l/—bx> 

2 ab Y l + ía^-f ln (2 ai-f Y t+4« s t 2 ) 
Respuesta- 9 — -j>g- 

2. Hallar la longitud del segmento do la corva 

* — a ch t, y = a sh I, z — al 
comprendido entre los puntos O y I. 


C* 
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Respuesta. s — ti 2 sil I. 

3. Hallar la longitud de arco do la tislrnido 

X = a eos 3 t. g = a sen 8 l. 

Respuesta. » = 6a. 

4. Hallar la longitud del segmento 0 < 1 2n de la cicloide 

x = b (i — scu I), g — a (1 — eos !)• 

Respuesta. s = 8a. 

5. Hallar la fórmula para la longitud de arco do una curva 
definida en coordenadas polares por la ecuación 

P = P (»)• 

«i 


Respuesta. i (0„ {►,) =- J ^ p 3 + p' 3 d\1. 

r.. Hallar la curvatura de la curva 

x=><—soní, p-al— cosí, 1 = 4 sen —. 


Respuesta. k¡ r- -i. y l srn 8 ■ 

7. Hallar lo curvatura do la curva definida por las ecuaciones 
en formo Implícita 

x 4- sh * = sen y •+ g. 

i + e* ■ i + ln (1 + xl + 1 
en t‘l punto (0, 0, O). 

Respuesta. *, — 

8. Hallar la curvatura y la torsión en mi punto arbitrario de 
la curva dada on el ejercicio 2. 

Respuesta. *, = y *, " 

8 Calcular la torsión de la curva 

x — a ch t eos t, y — a ch ( sen «, s = a t. 

Respuesta, k, — — a cli t. 

10. Probar quo son constantes la curvatura y la torsión de una 
hílice simple. 

H. Hallar lo fórmula para la curvatura de uua curvo plano 
dada por una ocuación en coordenadas polares. 


Respuesta. k¡ - —— 




o+^n 1 

12. Mostrar que es constante la torsión de la curva 
r = a j 6 (I) X 6' (t) di. 
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donde ó (/) os una función vectorial que satisface las condiciones 
I b (t) 1 = 1 y | ó* {*) 1 qt Ü y a = const. 

13. Mostrar quo os constante la razón untro la curvatura y la 
torsión de la curva 

x =■ a ^ sen i (t) it. y *= a ^ coa a II) ¡II, s = bl. 

14. Hallar la ovoluta do la parábola 

»’ =* 2 px. 

Respuesta. f,a parábola somicúbica 27py i -- 8 (r — p 1*. 

15. Hallar la ovuluta de la tractriz 

x= — <t(ln tg 4- + coa<) , y =» asuu f. 

Respuesta. La caloñarla « = a ch —. 

fl 

tfi. Hallar lu ovo! Uta do la uslroídc 
2 2 _ 

|x| T + |y| J -I. 

: s 

Respuesta. La astroido | x + yl 3 H- I x — y I 3 — 2. 

17. Hallar las evolventes de lo ciminfcreiuia 

** + y* - 

Respuesta, c = fi (eos O + (9 — c) son #), 
l/n í (sen » - (0 - r) eos 0). 

18. Hollar todas las curvas planas do ecuación intrínseca duda 
* = k (s). 

Respuesta, i *• J sen a (j) dj, y = eos a (s) di, dundo 
a (#)“* j k (s) d*. 


PROBLEMAS Y TEOREMAS PARA El. CAPITULO III 

l.Una Innr.ión / (t) definida ou el intervalo a < l < 6 se 
denomina (unción do variación acotada si para cualesquiera 
l„ t¡, . . t„ tales que o < l t < t, < . . . < f„ < b los sumas 

2 l/(f»)-/(f*-i)l 

resultan uniformemente acotadas. 

Demostrar que la curva y es roctiíicable si. y sólo si, admite 
en un entorno de cada uno de sus puntos uua paramclrización de 
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tipu 

* = *(»).»“# (0. S =-- í «, 

6«nd» x ( 1 ), y (I) y * (í) son funciones de variación ueotada. 

2. Supongamos que lu curva posee uno de las cuatro propieda¬ 
des siguiontes 

t) los tangentes a la curva forman un ángulo constante con 
cierta dirección; 

2) las binorinalcs o la curva forman un ángulo constante con 
ciorta dirección; 

3) las normales principales a la curva son paralelas a cierto 
plano; 

/,) es constante el cocionte entro la curvatura y la torsión de 
la curva. Demostrar que la curva posee entonces las tres propieda¬ 
des restantes. . 

Hollar la forma general déla curva ano tiene estas propiedades. 

3. Demostrar quo la curva es una hélice simple si su curvatura 
y torsión son constantes y diferentes de cero. 

ó. Dadas dos curvas, demostrar que ambas son planas si entro 
loa puntos de las mismas existe una correspondencia biunivuca tal 
uno coinciden las binormales a las curvas en los puntos correspon¬ 
dientes. 

5. Domostrar que toda curva de torsión constante y do cur¬ 
vatura distinta de cero puede ser representada por la ecuación 
vectorial 

r= cj 0(/) X 6' (Í)<K. 

donde ó (i) es una (unción vectorial que satisfaco laa condiciones 

I A (01 - i yó'w* 0. 

6. HeconBtruir la curva si se conoce una de las tres lunciones 
vectoriales »(*), v (») o p (j). 

7. Si entre los puntos de dos curvas se puede establecer una 
correspondencia tal que las tangentes a estas curvas en los puntos 
correspondientes sean paralelas, también serán paralelas las nor¬ 
males principales y las binormales. Demostrar. 

8. Las curvas y, y y, se denominan curvas do Bertrand si 
entre las mismas so puede establecer una correspondencia puntual 
biunívoca tal que coincidan las normales principales en ios puntos 
correspondientes. 

Probar las siguientes propiedades do Ibb curvas y. y y„: 

a) la distancia entre los puntos correspondientes de las curvas 
y. y y. es constante; 

b) las tangentes a las curvas y, y y, en los puntos correspon¬ 
dientes forman un ángulo constante; 

c) la curvatura y la torsión de cada una de estas curvas vori 
fican la relación 

a sen ó*, — a eos <Mr a = sen », 

donde a os la distoncia entre los puntos correspondientes de las 
curvas y, y y, y ó es el ángulo entre las tangentes en los puntos co- 
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9. Demostrar que la curva es una curva de Uertrand si su 
curvatura y torsión verifican la relación lineal 

o sen 8 k l — a eos <K' a = sen d. 

10. Demostrar que os una curva de Bcrtrand la curva defini¬ 
da por la ecuación vectorial 

r = a j «(<) di + b j e (I) X e' (») di, 

donde e (/) es una función vectorial que sotisfaco las condiciones 
| c (t) | = 1 y I c' (t) | = 1. Reciprocamente, toda curva de Bor- 
trnnd puedo sor definida por una ecuación vectorial do este tipo. 

11. Supongamos quo la curva y, se obtiene de la curva y, por 
olecto de una transformación proyectiva. Demostrar que siendo 
igual a coro la curvatura (la torsión) de la curva V| on el punto P, 
también será igual a cero U curvatura (respectivamente la torsión) 
de la curva y, en el punto correspondiente. 
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de superficies 

CAPITULO IV 

CONCEPTO DE SUPERFICIE 

§ i. Superficie elemental. 

Superficie simple. Superficie general 

Una región del plano se llamará región elemental si 
osla imagen do un círculo abierto obtenida poruña aplica¬ 
ción topológica. O sea. una región elemental es una re¬ 
gión homeomorfa a un círculo. 

Sea y una curva cerrada simple on el plano. Es bien 
conocido el teorema de Jordán do que toda curva cerrada 
simple divido el plano un dos regiones siendo frontera de, 
cada liria de éstas. Una do las regiones es finita y la otra 
infinita. Resulta que la región finita es homeomorfa a un 
círculo. Es decir, el conjunto interior de un cuadrado, de 
un rectángulo o de una elipse representan regiones elemen¬ 
tales. 

Definamos la superficie elemental. 

Un conjunto tD do puntos del espacio se denominará 
superficie elemental si es la imagen en el espacio de una 
región demonial en el plano obtenida por una aplicación 
topológica. 

fSea cD una superficie elemental y sen G la región ele¬ 
mental en el plano cuya imagen por la aplicación topo- 
lógica / es la superficie <b. Sean u y n los coordenadas 
cartesianas do un punto arbitrario perteneciente a la 
región y sean x, y y z las coordenados del punió correspon¬ 
diente de la superficie. Las coordenadas x. y y z del 
punto de la superficie son funciones de las coordenadas 
del punto de la región G: 

x = f, ( u , i>), y = /j (u, c) y z =■ /, («, v). (*) 
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Esto sistema de igualdades que define la aplicación / 
do la región G on el espacio se denomina ecuaciones do 
la superficie en forma paramétrica; uyi/se denominan 
coordenadas curvilíneas sobre la superficie. 

Para uov fijados, las ecuaciones (•) determinan una 
curva que se encuentra sobre la superficie. Estas curvas 
se denominan líneas coordenadas. 

Un conjunto <t> do puntos del espacio se denomina su¬ 
perficie simple si este conjunto es conexo y si todo punto X 
del mismo tiene un ontorno G tal que la parte de per¬ 
teneciente a G sea una superficie elemental. 

Toda superficie elemental es una superficie, simple. 
Pero las superficies simples no se limitan ni mucho menos 
a las superficies elementales exclusivamente. Por ejem¬ 
plo. la esfera es una superficie simple pero no elemental. 

La estructura global de las superficies simples no 
puede describirse de un modo ton general y sencillo como 
on ol caso de las curvas simples. La siguiente considera¬ 
ción permite hacerse una idea acerco do la variedad do las 
superficies simples. Si de una superficie simple arbitraría 
se extrae cualquier confunto cerrado de puntos de modo que 
no se altere el carácter conexo de la parte restante, esta 
parte restante será también una superficie simple. 

Una superficie simple so denomina completa si el 
punto límite de cualquier sucesión convergente de puntos 
do la superficie también es un punto de la superficie. Por 
ejemplo, la esfera y ol parnboloido son superficies comple¬ 
tas mientras el segmento esférico no es una superficie 
completa (se trata dol segmento esférico sin la circunfe¬ 
rencia que lo limita). 

Si una superficie simple completa es finita, se deno¬ 
mina corrada. Aparte de la esfera, es una superficie cerra¬ 
da. por ejemplo, ol toro, o sea. la superficie ongondrada 
por una circunferencia que gira alrededor do una recta 
que pertoucco al plano do la circunferencia y no la corla 
(fig. 24). 

Definamos el concepto de un entorno de un punto sobro 
una superficie simple. 

Se donomina entorno de un punto X sobre una super¬ 
ítelo simple. <D la parte común de la superficie <t> y de 
un entorno espacial del punto X. Sogún la definición, 
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todo punto de una superficie simple posee un onlorno que 
es una superficie elemental. Al referirnos en adelante a 
un enlomo de un punto de una superficie, entenderemos 
por él un entorno elemental do este tipo. 

Un conjunto <I> de puntos del ospncio se denominará 
superítele general si es la imagen de una superficie simple 
obtonida por una aplicación localmente topológica de 
la misma en el espacio. 

Diromos que la aplicación /, de una superficie simple 
y la aplicación /, de una superficie simple <t> 2 determinan 
una misma superficie general 1> si entre los puntos de 
las superficies d>, y d>, puede establecerse una corres¬ 
pondencia topológica tal que coincidan en la superficie <I> 
las imágenes de los puntos correspondientes de estas su¬ 
perficies. 

Supongamos que la superficie general <I) es la imagen 
de la superficie simple >D obtenida por la aplicación 
localmente topológica /. Denominaremos entorno del 
punto f (X) sobre la superficie <1> la imagen de cualquier 
entorno del punto X sobro la superficie (D obtenida por 
la aplicación f. Puesto que la aplicación / os topológica 
en un entorno suficientemente pequeño del punto X, 
resulta que / (X) posee sobre <J> un entorno que constituye 
una superficie elemental. De este modo, el estudio «local* 
de cualquier superficie se reduce a la consideración de una 
superficie elemental. 
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§ 2. Superficie regular. 

Representación analítica de una superficie 

Do la definición de superficie general so deduco que 
para cada punto de la misma existe un entorno que 
constituye una superficie elemental. 

Una superficie <D se llamará regular (k veces diforen- 
ciable) si para todo punto de esta superficie existe un 
ontorno que admite una parametrización regular, o sea, 
puede sor representado por unas ecuaciones on forma para- 
métrica 

x = h (u. i>). y = U («. u), z =■ /, (u. y), 

donde />, f t y /, son unas funcionos regularos (k veces 
continuamente diferoncinblcs) definidas on nna región 
elemental G del plano nv. Siendo k = 1, la superficie so 
denomina suave. 

Una superficie se llama analítica si admito una para- 
metrlzación analítica (J„ /, y /,, son funcionos analíticas) 
en un entorno suficientemente pequeño de cada uno de 
sus puntos. 

En lo sucesivo consideraremos superficies regulares 
exclusivamente. 

Según la definición, una superficie regular puodo ser 
representada en un entorno de cada uno do sus puntos 
por las ecuaciones en forma para métrica 

x =* x (u, v), y <= y (u , y), z = z (u. v), 

donde x (u, y), y (“. y) y * («, v) son unas funciones re¬ 
gulares do las variables u y v definidas on una región 
G del plano uv. De un modo natural se plantea la cues¬ 
tión: ¿cuándo el sistema de igualdades 

x — x (u, v), y = y (u, u), z = z (u, y), 

donde x (u, y), y (u. v) y z (w, y) son unas funciones re¬ 
gulares en una región G del plano uv, determina una 
superficie? En muchos casos la respuesta se obtieno del 
teorema siguiente. 

Teorema. Si x (u, y), y (u, v) y z (u, y) son unas fun¬ 
ciones regulares en una región G del plano uv tales que el 
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rango de la rnatrií 

(*» ya 2 B \ 

U. *„/ 

es Igual a dos en todo punto de G, entonces el sistema de 
igualdades 

x = x (u, v), y = y (u, v), z — z (u, v) 

define una superficie <T>. Esta superficie es la imagen déla 
superficie simple G que se obtiene por la aplicación local¬ 
mente topológiea que asocia al punto (a, i>) de la región 
G el punto del espacio con las coordenadas x (u, o), y (u, v) 
y z (u, v). 

Es obvio que en este teorema requiero demostración 
sólo la afirmación de que la aplicación indicada os locnl- 
monte inycctiva. Demostremos esto. 

Supongamos que la afirmación es falsa; entonces exis¬ 
te un punto (u„, u 0 ) de la región G tal que en cualquier 
entorno suyo, por pequeño que sea, se pueden señalar 
dos puntos distintos (b„ v,) y («„ t>,) tales que 
* («i, i>i) — x (u„ v t ) = 0, y (u„ v,) — y (u t , t> s ) « 0, 
* (»i, fi) — * (u a . v,) = 0. 

Tenemos 

x(u ,, v,)—x(u„ v t )=(x(u t , v,)-x(u„ Pj)) + 

+ (*(“!. V,) — x(U¡, f s )) = 

-(»t-i»«)ar.(«i. «i) + (Ui-Ut)J»(0;, v*)-0. 
Análogamente, 
y{u„ v t ) — y(u„ »,)- 

“ («>i - v t ) y, (u„ f),) + (u, - u 2 ) y u (»;, y,) = 0, 
z(u,, u,) -z(u„, y,) = 

= (d,— t),)z. («,. d,) +(u, —U„)z u (ít;, v¡) — 0. 
Tonioiido’en cuenta que «, — u¡ y y, — v¡ no so anulan 
simultáneamente, de las tres igualdades obtenidas dedu¬ 
cimos que el rango do la matriz 

/!„(<>;, »i) y u (o;, y a ) z u (fy„ y,n 
Uo (“1. Oí) y,(i*i,Qt) z e (u¡,{>,)) 



SUPERFICIE REGULAR 


93 


es menor que dos, o sea, que son ¡guales a cero sus deter¬ 
minantes de segundo orden. Debido a la continuidad de 
las funciones x u . x„, . . ., z„, de aquí se deduce que 
todos los determinantes de segundo orden de ln matriz 
/ x u y u 3|A 

U. y . 2»/ 

son iguales a cero en el punto (u 0 , i> 0 ), 0 sea > rango de 
la matriz es menor que dos. Llegamos a una contradic¬ 
ción. Hemos demostrado la proposición. 

Con una selección adecuada de los ejes do coordenadas 
x, y y z, algunos superficies admiten 1a parnmetriznción 
di' toda la superficie eu forma 

x = u, y = v, z — f (u, v), 

donde f («, i>) os una función definida on una región G 
del plano uv. Las ecuaciones de esta superficie pueden 
reprosontarae en forma equivalente z =* / (s, y). 

Este tipo do pammelrizacíón de la superficie so carac¬ 
teriza por su claridad. La correspondencia entro los pun¬ 
tos de la suporficie y los puntos do l¡i rogión do] plano 
xy se obtiene proyectando mediante rectas paralelas al 
ejo z. 

Diremos que una superficie <1* viene definida Implíci¬ 
tamente por la ecuar.ión 

q> (z, y, z) = 0 

entendiendo con ello exclusivamente que las coordenadas 
de los puntos de la superficie satisfacen ln ecuación dada, 
con la particularidad do que puedeu existir puntos del 
espacio que satisfagan la ecuación dada y no pertenezcan 
a la superficie rj>. 

En el estudio de las superficies definidas por la ecua¬ 
ción <p (z, y, z) = 0 desompefia un papel ¡mportanto el 
teorema siguiente. 

Teorema. Sea qi (z, y, z) una función regular de las 
variables z, y y z. Sea M el conjunto de los puntos del espacio 
que satisfacen la ecuación <p (z, y, z) = 0 y sea (z„, y 0 , z„) 
un punto de este conjunto en el que ipT 4- (pj + =f= 0. 

Entonces el punto (z„, y t , z„) posee un enlo■ ru/ tal que todos 
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los pantos del conjunto M pertenecientes a él forman una 
superficie elemental regular. 

Demostración. Supongamos, para concretar, que 
ip, =¡¡£= 0 en el punto (x 0 , t/ 0 , z 0 ). Según el teorema de las 
funciones implícitas, existen unos números 6 y e, mayores 
que cero, y una función regular r¡' (x. y), definida en la 
región | x — x„ | < ó e | y — «/„ | < 6, tales que todos 
los puntos (x, y. ij> (x, y)), | x — x 0 | < ó, | y — y B | < 
< 6, satisfacen la ecuación <p (x, y, z) = 0 y, además, 
con estos puntos se agotan los puntos del paralelepípedo 
| x — x 0 1 < ó, I y — y 0 I < 6. | z — z 0 | < e que sa¬ 
tisfacen la ecuación <p (x, y, z) = 0. La superficie ele¬ 
mental de la que trata el teorema viene definida por la 
ecuación 

2 = ’h (*, y), I * — I, | < Ó, | y — y B I < fi¬ 

liemos demostrado el teorema. 

§ 3. Parametrixacioncs especiales 
de una superficie 

Toda superficie regular en un entorno de cada uno de 
sus puntos admite un conjunto infinito de parametrizacio- 
nes. 

En efecto, sea 

x = x (u, v), y = y (u, v), z = z (u, v ) 

alguna parametrúación de la superficie en un entorno 
del punto Q (u„, v 0 ). 

Si ip (a, P) y '}> (a, P) son nnas funciones regularos 
arbitrarias que satisfacen en el punto (a 0 , p„) las condi¬ 
ciones 

*Pa *Pp | „ 

“»-<P(Oo. Po)< Po). iPol^ 0, 

entonces las ecuaciones 

x = x (<p (a, p), i|> (a, p)), 

V = y,(v («. P). 'f («. P)). 

2 = * (<P (a, P). (a- P)) 
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también ofrecen una parametrización regular de la super¬ 
ficie. Esto se deduce de un modo evidente de que las 
fórmulas 

u = <p (a. P) y v = ip (o, p) 

definen una aplicación topológica de un entorno suficien¬ 
temente pequeño del punto (a 0l Po) del plano aP en 
un entorno del punto (u 0 , v„) del plano uv. 

Al estudiar las superficies regulares, resulta a veces 
útil valerse de parametrizaciones especiales. Considere¬ 
mos las más usuales de éstas. 

Teorema. Sean <I> una superficie regular y 

x — x (u. v), y = y (u, v), z = z (u, v) 


una parametrización regular suya en un entorno del punto 
P, Supongamos que en el punto P es 




Entonces en un entorno del punto P la superficie <1> puede 
ser representada por la ecuación 

*“/(*. II). 


donde f es una función regular. 

Demostración. Según el teorema de las funciones implí¬ 
citas, existen unas funciones regulares u (*, y) yo (*, y) 
que introducidas en las ecuaciones x = x (u, v) e y — 
*= y (u, v) convierten estas últimas en identidades. 
Puesto que 

\*u VuI 1 

¡x, yj'lu, i>„| 

resulta que 



Introduciendo unos parámetros nuevos a y p mediante 
las fórmulas 

u = u (a, P) y v = v (a, P), 

obtenemos 

x = a. y — p, z — z (u (a, P), v (a, p)) 
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o, que es lo misino, 

* = / (*. ¡fi¬ 
liemos demostrado el teorema. 

Teorema. Sea <D una superficie regular y sea u y u 
una parame!rilación regular suya. Supongamos que en 
un entorno de un punió (u 0 , i>„) se dan dos ecuaciones dife¬ 
renciales 

A,(u, v)du + ff,(u, v) dv — 0, 1 
A.(u, v)du+ R t (u, v) dv — 0, } ^ 

cuyos coeficientes satisfacen en el punto (it„, o,) la condición 



Entonces la superficie <t> puede ser parametrhada en un 
entorno de este punto de modo que las lineas coordenadas 
sean las curvas integrales de las ecuaciones (•). 

Demostración. Podemos aceptar, sin perder generali¬ 
dad, que y Sea t> =- <p (a, u) la solución 

de la primera de las ecuaciones (•) que para u = u„ es 
igual a a y sea u — \f> (P, v) la solución de la segunda 
ecuación que para v = v 0 es igual a p. Las ecuaciones 
o = <p (o, u) y u = i|> (p, v) en un entorno del punto 
(u„, o 0 ) pueden rosolverse respecto a a y p. respectiva¬ 
mente, ya que 

Tr-i7tí) para n = n„. 


J^I^O para 




Sean a = a (u, v) y p = p («. y) estas soluciones. 
Mostremos que 


“a Pu 
“» P„ 


¥= 0 . 


Puesto que a (u, v) = const es la iutegral do la pri¬ 
mera ecuación (•), las ecuaciones 


A t du + H t dv = 0 y a u du -(- a c dv = 0 



97 


5 4] 


PUNTOS SINGULARES SOBRE UNA SUPHRP1CIE 


resultan compatibles; de aquí que 

Mi B, 


Análogamente 


Si suponemos que 



|«u “o I 


0 . 


= 0 . 


■ 0 , 


que 

=0 


M=0. 


obtendremos inmediatamente 

Mi B, I 

Ms B» I 

lo cual es imposible. Luego. 

I «u a t 

|pu P» 

De aquí se deduce que a (u, v) y p (u, i/) pueden to¬ 
marse como nuevos parámetros en la superficie. Si pro¬ 
cedemos así, las líneas coordenadas (a = const y p = 
= const) serán curvas integrales de las ecuaciones (♦). 
Hemos demostrado el teorema. 

Nota. El sistema de ecuaciones (•) que figura en el 
enunciado del teorema suele darse con frecuencia median¬ 
te una sola ecuación de segundo orden 

A du 1 + 2/i du dv -f C do 3 = 0. 

La condición respectiva que so impone u los coeficientes 
se reduce a la desigualdad 

AC — B 2 < 0. 


§ 4. Puntos singulares 
sobre una superficie regular 

Un punto P de una superficie regular se denomina 
regular respecto al grado de regularidad k dado si en 
un entorno de este punto la superficie admite una para- 
metrización k veces diferenciable 

x = z (u, v), y = (u, v), z = i (u, v) 


7—0209 
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que satisface la condición: el rango de la matriz 
IXu ’J u Za\ 

U. y a 2»/ 

es igual a dos en el puuto P. En el caso contrario, el 
punto P se donominn singular. Una línea sobre la super¬ 
ficie se denomina línea singular si todos los puntos de 
la misma son singulares. 

Para las superficies, el estudio do los puntos singula¬ 
res representa un problema más complicado que en el 
caso de las curvas. Nos limitaremos al análisis de los 
casos más sencillos. 

Sea 

x =* x (u, v), y = y (u, v), z — z (u, o) 

una parametrización regular de la superficie en un entor¬ 
no de un punto Q. Supongamos que el rango de la matriz 
¡x u y u z u \ 

U. Vo *•/ 

es igual o dos on todo el entorno del punto Q salvo el 
propio punto Q en el cual el rango es menor que dos. 

Emplearemos para la ecuación de la superficie la 
notación vectorial r = r (u, v), donde r (u, v) = 
= x (u, v) e, + y (u, v) e t + z (ir, u) e 3 (e„ e a y c 3 
son los vectores unitarios dirigidos según los ejes x , y y 
z). Entonces la condición de que el rango de la matriz 
mencionada es igual a dos o es menor que dos se reduce 
a que r u X r„ =£ 0 o r„ X r„ = 0, respectivamente. 
Consideremos la función vectorial 


» . r.Xr, 

5 I r u x r„ | ' 


(-) 


Se comprueba directamente que ella es invariante respec¬ 
to a las transformaciones de coordenadas con jacobiano 
mayor que coro. Si el jacobiano es menor que cero, la 
función cambia de signo solamente. 

Un punto Q de una superficie será desde luego singular 
si %p no tiende hacia un límite determinado cuando P Q. 
En efecto, si Q es un punto regular, en un entorno del 
mismo se puede introducir una parametrización (o, p) 
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regular tal que r a x »"s ¥= 0 en el punto Q y, por consi¬ 
guiente para P -*• Q 

r.Xrt _ r a y.r 0 
I r a X rfi 1 31 | r„ X r, | 

tiende a un límite determinado. 

Adelantándonos un poco, observemos que | (“. o) 
es el vector unitario de la normal a la superficie en el 
punto P. La normal a la superficie se define independien¬ 
temente de cualquier parametrización concreta de la 
superficie. Si Q os un punto regular de la superficie, la 
normal a la superficie en un entorno de esto punto depen¬ 
de continuamente de la posición del punto y, por consi¬ 
guiente, cuando P -*■ Q el vector unitario | P (u, v) tien¬ 
de a un limito determinado que es el vector unitario de la 
normal o la superficie en el punto Q. 

Ejemplo. El punto (0, 0) de la superficie 

j_ 

x = u\ y = iP, z = (u«-f-u») J 
(fig. 25) es un punto singular. Es fácil ver que £ (u, v) 
no tiende a ningún limite determinado cuando u y v 
tienden a cero arbitrariamente. 

Supongamos ahora que | P tiende hacia un límite de¬ 
terminado Iq cuando P -*■ Q. Entóneos el criterio que 
acabamos de exponer no da respuesta a la pregunta de si 
el punto Q es singular o regular. 

Sean u„ y o 0 las coordenadas curvilíneas del punto 
Q. Tomemos en el plano uv un contorno simple pequeño y 
que envuelve el punto (u 9 , u 0 ). Sea y el contorno que le 
corresponde sobre la superficie. Proyectemos el contorno 
y sobre el plano o que pasa por el punto Q y que es per¬ 
pendicular al vector |q. 

El punto Q será desdo luego uu punto singular si la 
proyección y del contorno y sobre ol plano o no envuelve 
el punto Q o lo envuelve más de una vez. 

Supongamos que la afirmación es falsa y que Q es un 
punto regular. Entonces la superficie admite una para- 
metrizoción r = r («, (5) que satisface en Q la condición 
r a X Tfi =f= 0 de donde se deduce que r a y re son vecto¬ 
res no paralelos y distintos de cero. 
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por la ecuación 

r = r (Q) + | (<) r tt (Q) -1- t| (<) r B ( Q) 
difiere poco de y. Pero como este contorno se obtiene 
de y mediante una transformación afín, resulta que él, 
y por ende el contorno y> envuelve el punto Q de la misma 
forma que el contorno y envuelve el punto (a 0 , p 0 ), 
o sea, una vez. 

Ejemplo. El punto (0, 0) de la suporficie 

x = u 1 — v 3 , y = 2uv, z = u 6 

(fig. 26) es singular. Al recorrer la circunferencia y dada 
por la ecuación u ! + u 2 = e s , el punto correspondiente de 
y recorre dos veces la circunferencia x 2 + y 2 = e 4 . Es 
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Fig. 2G 



decir, y envuelve dos veces el punto (0, 0). 

Ejemplo. Todos los puntos de la superficie 

x = u, y = iA, z — v* 

situados on el eje x (t> = 0) son singulares (fig. 27). Aquí 
el plano a es el plano xy. El contorno y de la circunferen¬ 
cia correspondiente v dada por la ecuación (x — a) s + 
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+ y s = b 1 se encuentra íntegramente en el semiplano 
y ^ 0 (ya que y — u’) y, por consiguiente, no envuelve 
ni una sola vez ningún punto Q (a. 0) del eje x. 

Una línea singular del tipo considerado en esto ejem¬ 
plo se denomina arista de retroceso de la superficie. Todo 
plano perpendicular a la arista de retroceso corta la 
superficie a lo largo de uno curva pata la cual el punto 
de la arista de retroceso es un punto singular; a saber, 
es un punto do retroceso. En el ejemplo considerado estas 
secciones representan parábolas semicúbicas. 

Para concluir, diremos unas palabras sobre los pun¬ 
tos singulares do la superficie dada por la ecuación 
9 (*. !/. *) = 0. 

Señalemos, ante todo, que los puntos singulares de la 
superficie'sólo pueden ser aquellos en los cuales q> x = 
= ip„ = <p, = 0. En efecto, si en el punto Q do la super¬ 
ficie una de las derivadas parciales, digamos <p r . es distin¬ 
ta de cero, la superficie admite en un entorno de Q una 
paramelrización regular de tipo z = ip (z, y), de donde 
resulta que Q es un punto regular. 

Supongamos quo 9 * ■= 9 „ — fp* = 0 en el punto 
Q (x„, y o, z„) de la superficie. Desarrollando la función 
9 por la fórmula de Taylor en un entorno del punto Q. 
obtenemos 

«n (*— io ) 1 + «si (y - yo) 1 + «« (t — ¡¡o)* H- 
+ 2 a,¡ (x - x„) ( y - y 0 ) + 2 a, s (x — *„) (s — z„) + 

+ 2a t , (y — y 0 ) (z — Zo) + R ■= 0. 

Resulta que si la forma cuadrática 2«¡/li£/ es definida, 
o sea, se anulA sólo si todos los son iguales a cero, 
entonces en un entorno suficientemente pequeño del 
punto (x 0 , y 0 , Zo) no existe otro punto del espacio, salvo 
el propio punto (x a , j/ 0 , que satisfaga la ecuación 
9 (x, y, z) = 0. Por esto la superficie no puede repre¬ 
sentarse por la ecuación 9 = 0 en un entorno del punto Q. 

Nota. Frecuentemente se entiende por una superficie 
definida mediante la ecuación 9 (z, y, z) — 0 el lugar 
geométrico de los puntos del espacio que satisfacen la 
ecuación 9 = 0 . Dada esta definición de superficie, en 
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el caso que acabamos do considerar el punto se denomina 
punto singular aislado. 

Ejemplo. El lugar geométrico do los puntos que satisfa¬ 
cen la ecuación (z 2 + </ a + z 2 ) (i — x* — y z — z 1 ) = 0 
consta de la esfera z* 4- y 3 + z* — 1 y dol punto (0, 0, 0) 
que es un punto aislado do esto lugar geométrico. 

Si la forma cuadrática 2u¡/§ii/ es indefinida pero 
no se descompone en el producto de dos formas linéalos, 
el lugar geométrico de los puntos dol ospacio que satis¬ 
facen la ecuación tp (x. y. z) = 0 tiene, en una proximidad 
del punto (x„. y¡, . z„) , la forma semejante a un cono de 
segundo orden cuya ecuación es <p (x, y, s) — R = 0. 
Si la superficie so define como el lugar geométrico de los 
puntos del espacio que satisfacen la ecuación q> (x, y. z) = 

0, el punto (x 0 , ’J o< z») se denomina punto cónico. 
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Ejemplo. El origen de coordenadas es un punto cónico 
del lugar geométrico formado por los puntos que satis¬ 
facen la ecuación 

(z> + y* + z'? - 2o* (*» - x» - y») = O 

(fig. 28). 

Si la forma cuadrática se descompone en el 

producto de dos formas lineales, pueden presentarse 
distintos casos. El punto puede resultar singular (por 
ejemplo, el punto (O, O, 0) de la superficie xy — z s = 
= 0) o regular (por ejemplo, el punto (0, 0, 0) de la 
superficie xy — xz i = 0). En este caso es necesario estu¬ 
diar los términos posteriores del dosarrollo de la función <p. 

Las consideraciones de todos los capítulos siguientes 
se refieren únicamente a las regiones de superficies con 
puntos regulares. En particular, para las parametriza- 
ciones empleadas se ]da por cumplida la condición 
r„ X r„ =/= 0. En lo sucesivo no volveremos a mencionar 
esto de modo especial. 


EJERCICIOS Y PROBLEMAS PARA El. CAPITULO IV 


1 .Hallar la ecuación de la superficie formada por las semirrec¬ 
tas que arrancan del punto (a, 6, c) y cortan la parábola 
* =* 0, y* = 2pz. 

Respuesta, (bz — ry)* = 2 p (z — c) (as — ex). 

2. Hallar la ecuación dal cilindro circunscrito al olipsoido 
** + V + W = i 


y con generatrices paralelas a la recta x= y — t. 

Respuesta, (z + 4y + 9z)* — 14 (x* -(- 4y* + 9z* — 1) = 0. 

3. Hallar el lugar geométrico formado por las proyecciones 
del centro del elipsoide 


** »* i» 

„2 + J2 + C 2 


e 1 


sobro sus pianos tangentes. 

Respuesta. i» a * + jW + «>c* = (i* + y* + s 8 )’. 

4. Hallar la ecuación de la superficie que se obtiene al girar 
la curva 

x = <p (u), s = \|> (u), y = 0 
alrededor dal eje i. 

Respuesta, x — <p (u) eos v, y = <p (u) sen a, t = if (u). 
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5. La recta g se desplaza en el espacio de modo que se cumplen 
las condiciones siguientes: 

a) la recta siempre forma un ángulo recto con ol eje z; 

b) el punto de intersección de la recta g y del eje z se desplazo 
uniformemente con una volocidad o; 

c) la recta gira uniformemente alrededor del eje z con una 
velocidad angular m. 

Hallar la ecuación de la superficie que describe on su movi¬ 
miento la recta g. 

Respuesta, x = neos mu. y = usen mu, i = au. 

Aquí u es el tiempo y o es la distancia del punto do la super¬ 
ficie al eje z Esta superficie se denomina superficie helicoidal 
simplo o hetieoide 

6 . Tros familias de superficies vienen dadas por las ecuaciones 

9 (x. y , z) = u = const, 

i{i (*, y. zl = v = const, 

X (r, y, z) = w = const. 


Demostrar quo si on el punto ( x t , z e ) el jacobiano 


0(9. X) 


-*O, 


las tres familias se pueden definir en un entorno do este punto 
mediante la ecuación vectorial 


r =. r (u, v, le). 

Las superficies de las diferentes familias se obtienen tomando u — 
=• const, v *= const y w — const. 

7. Se denomina superficie de traslación la superficie quo se 
obtiene por un movimiento de traslación de una curva a lo largo 
de otra. Demostrar que todn superficio de traslación puede ser dada 
por la ecuación 

r •■= 9 (u) + ♦ (o), 

donde 9 y ip son dos funciones vectoriales una de las cuales depende 
sólo de 11 y la otra, sólo de o. 

8 . Probar que es una superficie de traslación la superficie 
formada por el lugar geométrico de los puntos medios do los segmeu- 
tos cuyo3 extremos pertenecen a dos curvas dados. 

9. Hallar la línoa singular en la seudoestera 

x = sen 11 coa o, y=sen usen o, z=cos u+ln tg ^ . 
Respuesta - La línoa singular u = es una orista do rotrocoso. 
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CAPITULO V 


ELEMENTOS PRINCIPALES DE SUPERFICIES 
RELACIONADOS CON EL CONCEPTO DE CONTACTO 

§ 1. Plano tangente a una superficie 


Sean í> una superficie, P un punto de la misma y a 
un plano que pasa por el punto P. Tomemos en la super¬ 
ficie un punto Q y designemos por d y h sus distancias al 
punto P y al plano a, respectivamente. 

Diremos que ol plano a es el plano tangente a la super¬ 
ficie en el punto P si el cociente 0 cuando Q -*■ P 


(fig. 29). 

Teorema. Una superficie suave <J> tiene en todo punto 
un plano tangente que es único. Si r = v (u, v) es una para- 
metrización suave de la superficie, entonces el plano tan¬ 
gente en el punto P (u. v) es paralelo a los vectores r u (u, v) 
y r„ (u, v). 

Demostración. Supongamos que la superficie O tiene 
plano tangente a en ol punto P ( u. v). Sea n el vector 
unitario perpendicular al plano a. La distancia d entre 
el punto Q (u + Au. v + Au) y el punto P (u. v) es igual 
a | r (u + Au, o + Au) — r (u, v) |. La distancia del 
punto Q al plano a es igual a 


| (r (u + Au, v 4- Au) — r (u, v)) n | 


de modo que 

jU _ | (r(u-f¿u, n+Au)-— r (u, >■)) n| 
d~ |»-(u + Au, p + Aw) —*'<«, l>)| 


Por definición, -*• 0 cuando Au y Au tienden indepen¬ 
dientemente a cero. En particular, 


|(r( U 4-A», v)~r{u <■))>» I cuftn( j 0 

|r(u^-Au, v) — r[u, o) \ 



5 



Pero 

|(r(u-PAu, v) — r(u, v)) n | _ 

|r(«-)-Au, p) — r(u, t>)| 

I v) —r(M, o) I 

_ I Au " I f I r a (u, iQ ii | 

r(u + Au, i’) — r(u, i>) | r u (u, v) | 

A u 


Es decir, 

r„ (u, o) n = 0. 

Puesto que r u (u, v) =£ 0 (ya que r„ (u, v) X r„ (u, v) ^ 
vfc 0), la igualdad r u («, v) n = 0 es posible sólo si el 
vector r u (u, v) es paralelo al plano a. 

Análogamente se demuestra quo el vector r v (u, v) 
es también paralelo al plano a y, como los vectores 
r u (u, i>) y r„ (u, v) son distintos de cero y no son parale¬ 
los (r u (u, v) X r 0 (“■ f) ¥= 0). el plano tangente es único 
si es que existe. 

Demostremos ahora la existencia del plano tangente. 
Supongamos que el plano a es paralelo a los vectores 
r u (u, v) y i'„ (u, v). Mostremos que es el plano tangente 
a la superficie en el punto P (u, v). 
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Tenemos 

h _ |(r(a + Au, n+Ai>) — r(u, c))«l _ 
d |j-(u + Au, o+Ao) — r(u, u) | 

_ |(r„n) Au-Hr„n) Aí+e, /Au^+AÜ» 
| r„Au+ r„ A«-j-í» V Au* + Aw z | 
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plano tangente y, por consiguiente, el producto mixto 
de los mismos es igual a cero. Do aquí obtenemos la 
ecuación del plano tangente 

(r — r(u, i>), r u (u, i>), r„( u, u)) = 0 

Supongamos que la superficie viene dada por las 
ecuaciones 

x = x (u, u). y = y ( u , v), z = z (u, u). 

De la ecuación vectorial del plano tangente se deduce que 
la ecuación del plano tangente correspondiente a esta 
forma de representación de la superficie es 

S—i(u, u) y — y(u, v) z-z(u,v) 

x* (u, n) y u (u, v) Zu(u, v) = 0. 

x,(u, v) y.(u.v) 2 „(u,v) 

La ecuación del plano tangente a la superficie repre¬ 
sentada por la ecuación z — z (x, y) se obtieue de la 
ecuación que acabamos de encontrar. Basta observar 
que la representación de la superficie mediante la ecuación 
z z (x, y) es simplemente la denotación abreviada 
de la representación paramétrica 

x = u, y = v, z = z (a, v). 

Por eso la ecuación del plano tangente o la superficie 
representada por la ecuación z -= z (x, y) será 

x — x y —y z—z 

1 0 z x (x,y) =»0, 

0 1 z„ (x, y) 

o bien, 

z — z - P (x — x) - q (y - y) = 0, 

donde por p y g se han designado las primeras derivadas 
de la función z (x, y). 

Determinemos, por último, la ecuación del plano tan¬ 
gente para el caso en el que la superficie viene dada por 
la ecuación q> (x, y, z ) = 0. Sea ( x , y, z) un punto de la 
superficie en el que epí -f q>J + q>! 0 y sea x = 
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«. x (u, o), y = y (u, v) y z = z (u, o) una parametriza- 
ción suave de la superficie en un entorno de este punto. 
Si en la ecuación de la superficie introducimos x (u, v), 
y (u, v) y z (u, o) en lugar do x, y y z, obtendremos una 
identidad respecto a u y u. Derivando esta identidad, 
obtendremos en el punto (*, y, z) 

•p^u + Vvtíu + fi-u = 0, 

H'xXf + cp„p„ -i- <P,Z„ = 0. 

Considerando estas igualdades como un sistema de ecua¬ 
ciones para if x , cp, y <p, y resolviéndolo, encontramos 


Pa *u 

y » *» 


_ Tu 

I tu Zu *u Pu 

*B Ib Ib Vb 


En el caso de la representación paramétrica de la superfi¬ 
cie, la ecuación del plano tangente es 




y* ¡u 

<Jc *B 


+ 6-y) 


+ (*-*) 


y* 

y» 


=0. 


Teniendo en cuenta la proporción anterior, obtenemos la 
ecuación del plano tangente a la superficie <p (x, y, z) = 0 
en el punto (*, y, z)| 

(X - X) 9, + (y - y) <p„ + (* - *) v, - °- 


So denomina normal a la superficie en el punto P la 
recta que pasa por el punto P y es perpendicular al pla¬ 
no tangente en este punto. 

No ofrece dificultad obtener la ecuación de la normal 
una vez encontrada la ecuación del plano tangente para 
los distintos casos de representación de la superficie; propo¬ 
nemos esto como un ejercicio. 


§ 2. Lema sobre la distancia 
de un punto a una superficie. 

Contacto entre una curva y una superficie 

Sean <D una superficie y Q un punto arbitrario del 
espacio. Se denomina distancia del punto Q a la superficie 
<I> el extremo inferior de las distancias entre los puntos 
de la superficie y el punto Q. 
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Lema. Sea <1' una superficie suave definida por la ecua¬ 
ción <p (x, y, z) = 0. Supongamos que en el punto 
O (x„, y 0 , z„) de la superficie se tiene <pí + <pj -+- ?! ¥= 

0. Si Q \x, y , z) es un punto del espacio próximo al 
punto O pero no perteneciente a la superficie , entonces al 
introducir las coordenadas del punto Q en la ecuación de la 
superficie <!' se obtiene una magnitud ). que tiene el orden 
de la magnitud h, o sea. de la distancia del punto Q a la 
superficie , en el sentido de que la razón — tiende a un límite 

determinado distinto de cero cuando el punto Q se aproxima 
tanto como se quiera al punto O pero sin tocar la superficie. 

Demostración. Puesto que el punto O pertenece a la 
superficie <t>, existe un e >0 tal que todos los puntos 
del espacio que distan del punto O a lo sumo en e y que 
satisfacen la ecuación qi (x, y, z) = 0 pertenecen a la 
superficie <1>. 

Supongamos que el punto Q se encuentra a una distan¬ 
cia del punto O menor que -j . Sea P„ una sucesión de pun¬ 
tos de la superficie cuyas distancias a Q tienden a la 
distancia entre este plinto y la superficie <I>. Los puntos 

P„ forman una sucesión acotada (sus distancias a @ son 
menores que -j); por eso, de la sucesión de puntos P n 

se puede despejar una sucesión convergente contenida en 
ella. Sin perder generalidad, podemos aceptar que la 
propia sucesión P n converge a un punto P. Debido a la 
continuidad de la función cp en el entorno del punto O, 
el punto P satisface la ecuación <p (x. y. z) ■= 0. De 
aquí resulta que el punto P pertenece a la superficie O. 
De este modo, si el punto Q es suficientemente próximo 
al punto O. el extromo inferior de las distancias entre 
los puntos de la superficie y el punto Q se alcanza en 
un punto P perteneciente a la superficie. 

Demostremos ahora que el segmento PQ tiene la direc¬ 
ción do la normal a la superficie en el punto P. Sea r = 
= r (u, v) una parametrización suave de la superficie 
en el punto P y sea a el vector del punto Q. Como la 
función (r (u, v) — a) 4 alcanza su mínimo en el punto P, 
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debe ser 

[r-a)r, = Oy(r - a) r„ = 0; 

pero ello significa quo el segmento PQ tiene la dirección 
de Ja norma] a la superficie en el punto P. 

Sean x, y , y z las coordenadas del punto P; q y £ los 
cosenos directores de la normal a la superficie en el punto 
P\ x, y y z las coordenadas del punto Q y h la distancia 
entre los puntos P y Q (fig. 30). 

Tenemos 

I = y^y-\ q/* y S = *•!■£&■ 

Puesto que el punto P pertenece a la superficie, es 
<p (x + %h, y + q^, z + V>) =■ 0. 

De aquí 

f (x, y, z) + ^ (<p*£ + «p»q + i’»?) + te = °- 

doude e -► 0 cuando Q -*■ 0. 

Dividiendo esta igualdad por h y pasando al límite 
para Q -*■ O, obtenemos 

■ ' y( % y ^ - -*•—(<P»£+«M + <Pí5)(0) ■ 

La expresión quo figura en el segundo miembro es 
distinta de cero ya que representa el producto escalar 
de los vectores (|, q, í) y (q> x , q>„, tp,) que son paralelos 
y distintos de cero. 

Hemos demostrado completamente el lema. 
Apliquemos el lema demostrado al problema sobre el 
contacto entre una curva y una superficie. 
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Sean O y y una superficie elemental y una curva ele¬ 
mental que tienen un punto común O. Sea h la distancia 
entre un punto arbitrario Q de la curva y la superficie. 
Diremos que la curva y tiene un contacto de orden n con la 
superficio <t> si 0 cuando Q —► P. Comprenderemos 
el contacto entre una curva general y una superficie 
general como el contacto entre los entornos elementales 
del punto común. 

Teorema. Sean (I) y y una superficie regular elemental 
y una curva regular que tienen un punto común O. Sea 
<p ( x , y, z) — 0 la ecuación de la superficie en un entorno 
del punto O, con la particularidad de que <pj + <pj -1- ip? */= 
0 en este punto y sea x = x (f), y = y (t) y z = * (í) 
una parametrización regular de la curva y en un entorno 
del punto O, con la particularidad de que x"‘ + y' 1 + z'* gfc 
-/= 0 en el punió O. Para que la curva y tenga un contacto 
de orden n con la superficie <D en el punto O es necesario 
y suficiente que para el valor de t correspondiente al punto O 
se cumplan las condiciones 


9 

_d_ 

di 


<*( 0 . »( 0 . *(«) 

dl n 


9 - 0 . . . . 


= 0 , 

<p—0. 


Demostración. Supongamos que al punto O le corres¬ 
ponde el valor i = í # . Si Q -*■ 0, se tiene t í 0 . 

Según el lema, <p (x (/), y (i), z (<)) es del orden de 
la distancia entre el punto Q y la superficie <D. En cuanto 
a la distancia entro ios puntos Q y O, ésta es de orden 
| t — t„ | ya que 

| . l (‘)-r(i° ) |- v|r ' (í#)) ^o. 

Por eso, para que en el punto O haya un contacto de orden 
n entre la curva y y la superficie <1>, es necesario y sufi¬ 
ciente que para t t 9 

9 (* (0. v («).»(01 . o 
(<-'o) n 

Pero esto es posible si, y sólo si, para l = t a se anulan 
la función tp (x (i), y (i), z (i)) y sus derivadas hasta la 
do orden n. 


8—02U» 
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Hemos demostrado el teorema. 

Ejemplo. Hallemos la esjera osculatriz de una curva, 
o sea, la esfera con la cual la curva tiene un contacto de 
orden tres. 

Sea r — r (s) la parametrización intrínseca de la 
curva. La ecuación de la esfera es 
(»• - «) a = 

donde « es el vector del centro de la esfera y li es el 
radio. Introduciendo r — r («) en esta ecuación y deri¬ 
vando, obtenemos sucesivamente: 

(r - a) t = O, 

(r — «) A,v + 1 *= Ü, 

(r — a) (k',\ — k \t - k¡kifl = Ü, 

de donde 

(r-«)A,A 2 |»+ -& = (>. 

Es decir, 

(r -u)x = 0 , 

( '--“> V “-TT y <»— 

De aquí 

a=r-, (a- r) = r + ^ + j^. 

§ 3. Paraboloide osculador. 

Clasificación de los puntos de las superficies 

Sean <D una superficie regular (dos veces continua- 
niento diferenciable) y P un punto de la misma. Sea U 
un paraboloide de vértice P tangente a la superficie en 
este punto. Designemos por h y d las distancias de un 
punto arbitrario Q de la superficie al paraboloide y al 
punto P, respectivamente (fig. 31). 

El paraboloide U se denomina paraboloide osculador 

a la superficie en el punto P si la razón ^ -*■ 0 cuando 
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Q -*■ P. No queda excluido que el paraboloide degenere 
eu un cilindro parabólico o en un plano. 

Teorema. En todo punto P de una superjicie regu¬ 
lar (dos veces continuamente dijerenciable) existe y es único 
el paraboloide osculador que, en particular, puede degenerar 
en un cilindro parabólico o en un plano. 

Demostración. Introduzcamos en el espacio unas coorde¬ 
nadas cartesianas rectangulares x, y y z tomando por el 
origen de coordenadas el punto P, por el plano xy el plano 
tangente en el punto P y por el eje z la normal a este pla¬ 
no, o sea, la normal a la superficie. 

Escogido de esta forma el sistema de coordenadas, la 
superficie puede ser representada en un entorno del 
punto P mediante la ecuación 

* = *(*, y), 

donde z (x, y) es una función dos veces diferenciable en 
un entorno del punto (0, 0). Demostremos esto. 

Sea r = r (iz, v) una paramotrización dos veces dife¬ 
renciable de la superficie. Puesto que el vector r u X »•„ ^ 
#0y tiene la dirección del eje z, resulta que 




De aquí se deduce, como quedó probado en el § 3 del 
capitulo IV, que la superficie puede ser representada en 
un entorno de P mediante la ecuación 


z = z (x, y), 
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doude z (x, y) es una función dos veces diferenciablo. 
Observemos que z (0, 0) = 0, pues el punto P pertenece 
a la superficie y que z x (0, 0) y z, (0, 0) son iguales a cero 
ya que el plano tangente a U> en P, o sea, el plano z = 
= z x (0, 0) x + z„ {0, 0) y, debe coincidir con el plano 
z — 0. 

La ecuación del paraboloide U, incluyendo los casos 
de su degeneración en un cilindro parabólico o en un 
plano, puede sor representada mediante la ecuación do 
tipo 

z —~ (ax 1 + 2 bxy + cy 1 ) = 0. 

Supongamos que existo ,el paraboloide osculador en el 
punto P. Mostremos que es único. Sea 

z-i-(ax a +2*xg + cg 2 ) = 0 

la ecuación del paraboloide osuclador. Sogún el lema de) 
parágrafo anterior, al introducir las coordenados del 
punto <? en la ecuación del paraboloide, se obtiene una 
magnitud X que tiene el orden de la distancia dol punto Q 

al paraboloide. Por esto — -*-0 cuando Q -t-P. 

Desarrollando en un entorno del origen do coordenadas 
la función z (x, y) según la fórmula de Taylor, obtenemos 

2 (•*. y)~Y i rxl + t l u l ) +C * 2 + y l ) e i (*• y)’ 

donde con r, s y í se han designado las derivadas segundas 
do z y e, (x, y) -*-0 cuando x, y -*■(). Introduciendo las 
coordenadas x, y y z (x, y) del punto Q de ia superficie 
en la ecuación del paraboloide, obtenemos 

X = -L{(r-a)x 2 +2(í-¿>)xg|-(t_ í :)>/ 2 } + 

+l**+n l )ei(*. y)- 

El cuadrado de la distancia del punto Q al punto P os 
<P = X a + g 2 + z 2 (x, y) = x» + y* + (x 2 + p 2 ) X 
X e 2 (x, y), donde e 3 -*-0 cuando Q -*-P. 

Puesto que la razón ^ tiende a cero cuando x 6 g 
tienden independientemente a cero, ello tendrá lugar 
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también si. por ejemplo, y = 0 y x -*-0. Pero en este 
caso 

y -|-(r—«)**+***! 

<P X 2 + X 2 «2 

y, por consiguiente, ->-0 cuando x -*-0 si, y sólo 
si, a = r. Análogamente se demuestra que c = f. Demos¬ 
tremos, por último, que b = s. Supongamos con esto 
fin que rey tienden a cero pero de modo quo siempre 
x = y- Entonces 

\ (,-6)^ + 2^, 

rf 2 2xt+2i!ej ' 

Do aquí se ve que la condición jj -eO cuando i -*0 

implica la igualdad b — s. 

Es dicir, si existe el paraboloide osculador on el pun¬ 
to P, es único. Su ecuación respecto al sistema de coorde¬ 
nadas que hemos escogido será 

j— -~-(rz*-|-2sii/-f (•) 

Demostremos ahora quo el paraboloide (•) siempre 
es osculador. En efecto, para esto paraboloide se tiene 

J- _ V*) 6| _« 

d 2 

cuando x e y -vO. 

Hemos demostrado complotamente el teorema. 

La existencia y unicidad del paraboloide osculador 
permite dar la siguiente clasificación de los puntos de la 
superficie: 

1. Un punto de una superficie se denomina elíptico 
si el paraboloide osculador en este punto es un paraboloide 
elíptico (fig. 32. o). 

2. Un punto do una superficie se denomina hiperbólico 
si el paraboloide osculador en este punto es un paraboloide 
hiperbólico (fig. 32. b). 

3. Un punto de una superficie se denomina parabólico 
Si el paraboloide osculador en este punto degenera on un 
cilindro parabólico (fig. .32, c). 



II» 


CONCEPTO DE CONTACTO 


[Cap. V 




4. Un punto de una superficie se denomina punto pla¬ 
no si el paraboloide osculador en este punto degenera 
en un plano (el plano tangente a la superficie) (fig. 32, d). 

Para terminar, señalemos que del mismo modo que el 
plano tangente reproduce en una primera aproximación 
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la forma de la superficie, en un entorno del punto de tan-'' 
gene la. el paraboloide osculador la reproduce en una segunda 
aproximación. 

§ 4. Envolvente de una familia de superficies 
dependientes lie uno o dos parámetros 

Sea S {F a } una familia monoparamétrica de super¬ 
ficies suaves dependientes de un parámetro a. Una super¬ 
ficie suave F se denomina envolvente de la familia S 
si en cada uno do Sus puntos es tangente al menos a una 
superficie do la familia y si cualquier porción do la 
misma es tangente a un conjunto infinito de superficies 
de la familia. 

Teorema. Sea dada una familia monoparamHrlca 
S {F a } de superficies suaves 

ip (x, y, z. ct) = 0, a <1 « SC b, 

donde <p es una función continuamente diferenciable res¬ 
pecto a todos sus argumentos y tal que satisface la condición 

4- <p5 +■ q>! s* 0. Entonces, si la superficie suave F es 
la envolvente de esta familia, se determina por las ecuaciones 

<p (x, y, z, of) — 0 y cp* <x. y. i, a.) = 0 

en el sentido de que para todo punto (x, y, z) de la super¬ 
ficie F puede señalarse un valor a tal que los cuatro valores 
x. y, z y o. satisfarán ambas ecuaciones <p = 0 ¡/ <p a ¡= 0. 

La demostración de este teorema representa en esencia 
una repetición de. la demostración del teorema correspon¬ 
diente para las curvas (? 5 del capítulo IT); por eso. la 
expondremos sin entrar en detalles. 

Sea P ( x, y. z) un punto arbitrario de la superficie 
F. Distinguiremos dos casos: 

1. Hay un conjunto infinito de superficies F a¡ , 
F nt , ... do la familia tangentes en el punto P. 

2. Hay un número finito de superficies F a¡ , . . - 
. . ., F rin de la familia tangentes on el punto P. 

Consideremos el primor caso. Sin perder generalidad, 
podemos aceptar que la sucesión de números a* converge 
a un número cx 0 . Puesto que <p ( x, y, z, a*) = 0 para 
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todo 4, se tiene 

<p (x, y, z, a h ) — <p (x, y, z, a,) = 

= (a* — a,) q> a (x, y, z, a*) = 0, 

de donde <p (x. y, z, a*) — 0. Pasando al límite cuando 
k y l -► oo, obtenemos 

fp (r, y, z, «„) => 0 y <p tt (x, y, s. a„) — 0. 

y el teorema queda demostrado en el primer caso. 

Consideremos el segundo caso. Supongamos que la 
afirmación del teorema es falsa y que, por consiguiente, 

para todo *(4 = 1,2.n) es <p n (x, y, z, a h ) 0. 

Designemos por »J un e-entorno cerrado del punto ct ; , 
y por f una porción poqueffa do la superficie P que con¬ 
tiene el punto P. (Entendemos por una porción de la 
superficie una región cerrada de la superficie, o sea, la 
región más su frontera). Si la porción fe s suficientemente 
pequeña y P a es tangente a /, entonces ce pertenece a uno 
de los entornos «*. 

Designemos por el conjunto de puntos de / en los 
que son tangentes las superficies F a con el parámetro a 
pertonecionte_a coj. Todo conjunto os cerrado. Existe 
una porción f de la superficie contenida en ( que respecto 
a cada uno de los conjuntos m h posee la propiedad siguien¬ 
te: o bien el conjunto m» contiene / o bien no contiene 
ningún punto de la misma. La porción 7 se construye 
del mismo modo que el segmento S en la demostración 
del teorema correspondiente n las curvas. 

Supongamos que f pertenece a m,,. Puesto que 
<Pa ( x < !/• 2- a;.) ¥= 0. las superficies F, t para las cuales 
«Con con e suficientemente pequeño pueden ser repre¬ 
sentadas en un entorno del punto P mediante la ecuación 

i|) (r, y, z) = a, 

donde i¡> es una función continuamente diferonciable quo 
satisface la condición ofj 4- »}>5 4- apí ¥= 0. En la por¬ 
ción / la superficie F puede definirse mediante las ecua¬ 
ciones x = x (u, v), y = y (a, v), i = z (u, !>), donde 
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x (m, v), y (¡t, v) y z (u, v) son funciones continuamente 
diforenciables que satisfacen la condición r u X r,# 0. 

Designemos por a (u, v) el valor del parámetro a C 
a: ce' que corresponde a la superficie F a tangente a la 
porción 7 en el punto (a, v): 

a (u, y) = (x ( u , v), y (u, y), i (u, y)); 

es evidente que a ( u , v) es una función continuamente 
diferenciable. 

Tenemos 

— Mu + Mu 4- Mu. 

«. = Mu + M» + ’Mn- 

Pero los vectores (x u , y u , g, t ) y (x 0 , y„, z„) son vectores 
tangentes a la superficie F, el vector (M <]>„, i|> r ) os nor^ 
mal a la superficie F a y las superficies F y F a son tan¬ 
gentes, do aquí que a„ = 0 y a„ = 0. Por consiguiente, 
a = const. 

Es decir, para cc<= oh sólo una snperficio de la fami¬ 
lia os tangente a la porción / y. P oc consiguiente, en 
toda la familia hav a lo sumo n superficies de este tipo. 
Pero, según la definición de la envolvente, debe haber 
un conjunto infinito. Llegamos a una contradicción. 
Hemos demostrado el toororaa. 

Sea S {F'Lfi) una familia bipavamót.rica de superficies 
suaves. Una superficie suave F se denomina envolvente _ 
do la familia S si en caria uno de sus puntos es tangente 
al menos a una superficie de la familia y si a lo largo de 
toda curva sobre la superficie F es tangente a ella un 
conjunto infinito de superficies de la familia. 

Teorema. Dada una familia biparamctricn de superfi¬ 
cies 

ip (ar, y, z, ce, P) = 0, a ^ a ^ h. c P ^ d. 

donde <pí + <pj + <p2 efe 0, la envolvente de la misma se 
determina por las ecuaciones 

<P = 0, <j>„ = 0 y <p p = 0. 

No daremos la demostración de esto teorema ya que 
no lo emplearemos en la exposición sucesiva. 
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§ 5. Envolvente de una familia de planos 
dependientes de un parámetro 

Analicemos la estructura de una superficie F que re¬ 
presenta la envolvento de una familia monoparamátrica 
de planos. 

Consideremos la forma vectorial de la ecuación de 
los planos de la familia 

rb (a) + a (a) = O 

lo que corresponde n la denotación escalar 

xb, (a) + ;/ó, (*) + M 4- o fot) = 0. 

Sin perder generalidad, podemos asumir que el vector b 
es unitario pues siempre podemos dividir la ecuación por 
1 b (al'| (b (a) =¡/= 0). Respecto a la función vectorial 
b ( al y a la función escalar a (aVaceptaremos que son dos 
veces diferencinbles y que, además, son distintas de 
cero b' (a) y b" (a). 

La envolvente F satisface las ecuaciones 

rb 4- a = 0 y rb' + a' = 0. (*) 

Para ce fijo estas ocuaciones determinan una rocta 
g a . Es decir, la superfice F os descrita por la recta g„. 

Consideremos tres planos: 

rb + a = 0, r6'+fl'*»0 y rft' + a' = 0; (»•) 

los dos primeros determinan la envolvente. Respecto a 
estos tres planos pueden hacerse tres hipótesis principales: 

1. Los tres planos (•*) no tienen puntos comunes 
paro ningún ce. 

2. Los tres planos se cortan en un único punto S , 
el mismo para todos los ce. 

3. Los tres planos («) se cortan en un punto S ( a) 

cuya posición depende substancialmonte de a. en el 
sentido de que siendo r ( ce ) el vector del punto S (a), 
se tiene r' (a) 0. 

Considoromo3 el primer caso. Sea n (a) el vector uni¬ 
tario de la recta g a . Tenemos 

bn. — 0, b‘n — 0 y b" n = 0. 
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Derivando las dos primeras ¡sanidades, encontramos 
b'n + hn' =0 y Ifn + h'n' = 0. 

De aquí resalta que bn' = 0 y b'n' = 0. Puesto que, 
ademas, n'n = 0, se tiene n’ = 0 y, por consiguiente, n 
no dependo de o. Es decir, en este caso todas las rectas 
£„ son paralelas y la superficie F. formada por las rectas 
Bn. es cilindrica íffg. 33. a). 

En el segundo caso, las rectas g a pasan por un punto 
fijo ( S ) del espacio y, por consiguiente, la superfice F 
F es cónica (fig. 33, 6). 

Consideremos, finalmente, el torcer caso. Mostremos 
que en este caso las rectas g, ; . que farman la superficie F, 
son tangentes a una curva (fig. 33, c). 

Sea v (a) el vector del punto de intersección de los 
planos (**). Tenemos 

rb + a = 0, rb'-\-a' = 0 y i-A'+a' = 0. 

Derivando la primera igualdad y restándolo la según, 
da, obtenemos r'b = 0. Análogamente, do la segunda y 
tercera igualdades enconamos r'b' = 0. Do aquí resulta 
que r' || (b X A'). 

Ya que la recta Bn pasa por el punto .9 (a) y os per¬ 
pendicular a los vectores b y A', debe ser paralela al vector 
b X A' || r' y es de esta'formn tangente a la curva 
r = r (a) 

que describo el punto .9 (a). Esta curva se denomina 
arista de retroceso de, la superficie. 

. Los resultados de esto parágrafo pueden resumirse en 
el- teorema siguiente. 

Teorema. La envolvente de una familia monoparamé- 
tried de planas en los casos principales representa una región 
de una superficie cilindrica , ti bien de una superficie cónica, 
o bien de una superficie formada por las tangentes a una 
curva espacial. 

Es fácil comprobar mediante un estudio directo que, 
recíprocamente, los planos tangentes forman en cada uno 
de estos casos una familia monoparamétrica. Proponemos 
esto como un ejercicio. 
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1. Hallar la ecuación del plano tangente al elipsoide 



en el punto (*', y', »'). 

H m ,a. + 

2. Hallar la ecuación del plano tangente a la eslora 
x = a eos v sen u, y = a eos o eos u, i = o sen w 

en el punto (a, 0, 0). 

Respuesta, x — a = 0. 

3. Probar que todos los planos tangentes a la superficie defi¬ 
nida por la ecuación 

pasan por el origen de coordenadas. 

4. Probar que las superficies 

x» + y* + s* - ox, x* + y« + i ! - t»y y ** + y* + «" = Y« 

so cortan formando ángulo recto. 

5. Probar que las normales a la superficie 

x = 9 (u) eos p, y — f (u) sen u, z = ij. ( u) 
cortan el ele i. 

8, llnílar la superficie formada por las normales a la superficie 
y = * lg s 

trenadas en los puntos de la recta 

n 

y = x, » = T . 

Respuesta. Un paraboloide hiperbólico. 

7. Hallar en el punto. (0.0, c) la ecuación del paraboloide oscu- 
lador al elipsoide dado en el ojorcicio U 

Respuesta, z - e (1 — j ) 

8. Estudiar el carácter do los puntos (elípticos, hiperbólicos, 
parabólicos, planos) en las superficies de segundo orden. 

9. Hallar la posición de) conlro y el radio de la esfera Osculo* 
tris a la hélice 

x — a eos t, ¡i — a sen t, z = bt 
en el punto (a, 0, 0). 

k2 ¿i— 

Respuesta. El centro en (-— ,0, 0) y el radio igual a a-)- —. 

10. Hallar la envolvente do la familia de esferas 

(x - a)* + y 5 + ** = 1. 

Respuesta. El cilindro y ! + x 3 = 1. 
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H. Hallar la envolvente de la familia de planos que forman en 
el ángulo de coordenadas x, y, i > 0 tetraedros de volumen cons¬ 
tante. 

Respuesta, xyt = const. 


PROBLEMAS V TEOREMAS PARA EL CAPITULO V 


f. Demostrar que si una superficie suave 4> y un plano a tie¬ 
nen sólo un punto común P, el piano es el plano tangente a la su¬ 
perficie en el punto P. 

2. Demostrar que son paralelos a una recta los planos tangen¬ 
tes a la superlicie de traslación 

r = V (u) + V (a) 

tratados en los puntos de cualquier curva de traslación (las líneas 
u = const y v =■ cousl). 

3. Demostrar que las familias de elipsoides o de hiperboloides 
do una o dos hojas colócales determinadas por las ecuaciones 


« J , ir 
a »_X t ó*—X 


i* 

e 5 ->. 


1 


se cortan formando ángulo recto. 

4. Demostrar que si unu superficie es tangente a un plano a 
lo largo de una línea, todo punto de esta linea es un punto parabólico 
o un puntu plano. 

5. Soan <D una superficie, P un punto de la misma y a el plano 
tangente en el punto P. Demostrar mío 

1) si el punto P os elíptico, lodos los puntos de la superficie <l> 
suficientemente próximos u P se encuentran a un lado del plano a; 

2 ) si el punto /' es hiperbólico, podrán encontrarse puntos de 

la superlicie tan próximos a P como se quiera situados a distintos 

lados del plano a; 

3) si el punto P es parabólico o plano, pueden darse ambos 
casos (citar ejemplos). 

6 . Demostrar quo la transformación provcctiva (afín, on par¬ 
ticular) conserva la propiedad de un punto de ser punto elíptico, 
hiperbólico o plano. 

7. Domostrar que la curva y sobre una superlicie es plana sí 
todos sus puntos son planos. 

8 . Diremos que una curva es esférica si todos sus puntos per¬ 
tenecen a una esfera. 

Sea 

r = r (H 

una curva y sea P (f t ) un punto cualquiera do la miema. Para que 
esta curva sea esférica es necesario y suficiente que la curva defi¬ 
nida por la ecuación 

r(t)—r(tp) 

i »•(<)-»• ('o) l 1 

sea plana; demostrar esta proposición. 



LONGITUD DE UNA CURVA 


5 i] 


127 


9. Sea v una curva cualquiera sobre la superiicic <D que pasa 
por el punto P. Demostrar quo la tangente a la curva y on ol punto 
I’ so encuentra on el plauo tangente a la superficie on este punto. 

10 . Sea U el paraboloide osculador a la superficie iD en el 

punto P. Domostrar que cualquier curva de la superficie quo pase 
por el punto P tiene en osle punto un contacto de orden doa con 
el paraboloide. . 

11. Domostrar quo cualquier transformación analítica dol 
ospacio 

*' = >Pi (r. y, *). v' = Ti (*. y- *)• * = la l*> 
donde (p lt ip s y <j. s son unas íuucioncs analíticas con el jacomano 
distinto do coro, conserva la propiedad de una curva y de una supor- 
licie de tener un contacto de ordou dado. 

12 . Demostrar quo si el borde do uno superficie pertenece a un 
plano, osta superficie es una región do esto plauo o la superlicie 
tiene puntos elípticos. 

Domostrar que toda superficie cerrada tiene puntos elípticos. 

13. Demostrar que la recta pertenece integramente a la super¬ 
ficie do Segundo grado si la recta tiene un contacto do orden dos 
con la superficie. 

14. Domostrar quo no tiene envolvente la lamilla do superfi¬ 
cies definidas por las ccuactonos 

<P (*. y. «) — «. 

donde es una función regular de las variables z, y y i. 

15. Demostrar que la suporíicie es una superficie de rovolw 
oión si todas las normales a lo misma cortan nun recta determinada 

iti. Dcmusliar que la superficie es una esfera u una regióu do 
un» esfera si las normales a la misma pasan por un mismo punto. 


CAPITULO VI 

PRIMERA FORMA CUADRATICA 
DE UNA SUPERFICIE Y CUESTIONES ADJUNTAS 
DE LA TEORIA DE SUPERFICIES 

Sean «t> una superficie regular, r = r (u. v) alguna 
parametíiíación regular do la misma y n el vector unita¬ 
rio de la normal a la superficie en el punto (u, v). 

En la teoría tic superficies desempeñan un papel im¬ 
portante tres formas cuadráticas ligadas a la superficie: 

dr*. —dr dn y dn*. 

La primera forma cuadrática I = dr* es definida po¬ 
sitiva ya que no toma valores negativos y so anula sólo 
para du — dv = 0. En efecto, si dr* = 0, entonces dr = 
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= r u du+r„ du = 0. Poro como r u X r, ^ 0, esto es 
posible sólo si du = do = 0. 

Para los coeficientes de la primora forma cuadrática 
de la superficie emplearemos las designaciones: r! = E, 
r u r „ = F y r\ = G. Es decir, 

/ = dr 2 = (r u du + r„ c/v)* = rl du ¿ + 2 (r*r,) du dv+ 

+ rl dv 1 = du s + 2F dudv+G dv 2 . 

En este capítulo consideraremos algunas cuestiones 
de la teoría de superficies ligadas a la primera forma cua¬ 
drática. 

§ 1. Longitud do una curva sobre una superficie 

Consideremos una superficie simple <1* y una curva y 
que se encuentra sobro olla. Sean P t uu punto común 
de la superficie y de la curva, r=r (u, v) alguna para- 
motrización do la superficie en un entorno del punto 
p 0 y r —• r (t) alguna paramotrizacióu de la curva en 
un entorno de este punto. Supongamos que u 0 , u 0 y t 0 
son los valores do los parámetros correspondientes al 
punto P„. 

Siendo 6 suficientemente pequeño, todo punto P (í) 
de la curva con 1 f — í 0 I < 6 pertenece al entorno para- 
raetrizado del punto P„ de la superficie. Por consiguien¬ 
te, a todo punto P (í) le corresponden unívocamente los 
valores u(t) y v (í) de modo quo r ( u (t), v (í)). 

Denominaremos ocuaciones de la curva sobre la super¬ 
ficie a las igualdades u = u (í), v = v (t). 

Soan O una superficie regular y y una curva regular 
sobre ella. Soan r — r(u, v) y r = r (I) sus paramotriza- 
ciones regulares en un entorno del punto P 0 que cumplen 
las condiciones habituales r, X r, ^ 0 y r' 2 (í) =/= 0. 
Entonces, las funciones u (í) y i> (1), que figuran en las 
ecuaciones de la curva sobre la superficie 

u = u (1), 0 = 0 (1), 

son funciones regulares y, además, u' ! (í) + v' 2 (t) =/= 0. 

Para demostrar esta afirmación basta aplicar el 
teorema de las funciones implícitas al sistema de ecua- 
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cienos 

x (t) = x (n, v), y (i) = y ( u , v), z ( l ) — z (it* u) 
respecto a las cuales se conoce do antemano que las fuñí 
cienes u (i) y i> (í) las satisfacen. 

Sean ahora <1> una superficie general y y una curvn 
general. Por definición, la superficie el) es la imagen 
obtenida por una aplicación localmenle topológica <p 
de una superficie O) en el espacio. Diremos que la curva 
y so oncuentra sobre la superficie <D si en la superficie <I> 
existo una curva y cuya imagen por la aplicación <p es la 
curva y. 

De ello so deduce que si v=r (u, v) es una pnrametri- 
zación de la superficie <I> en un entorno del punto <p (P) 
y = es una paramelrización de ln curva en un 
entorno de este punto, entonces existen unas funciones 
u = u (í) y v •= v (í) quo satisfacen la igualdad r (t) ** 
= r (u (f), v (1)). Es decir, toda curva sobre la superficie 
siempre puede ser duda en un entorno de cada uno desús 
punios medíanle las igualdades u — u (í), v = v (t ), con 
¡a particularidad de que las funciones u (t) y v (t) son 
regulares si la superficie y la curva lo son. 

Consideremos la longitud de una curva sobre una 
superficie. Sea <1> una superficie regular y r—r(u, v) 
una paramelrización regular de la misma. Sen y una 
curva regular sobre la superficie dada por las ecuaciones 
a = it (í). v — v (!)• Hallemos ln expresión de la longi¬ 
tud de arco «leí segmento de la curva con extremos en los 
puntos l\ (í 0 ) y P (i). 

Tenemos 

i i 

«(<«, t)-=5 \r' (t) | di — J | r" (tt(l), u(l)|áf = 

¿ «o 

= J | dr (u, v) | = j . 

V(Po. P) YIP¿. P) 

donde I es la primera forma cuadrática de la superficie. 

Como vemos, para medir las longitudes de las curvas 
sobre la superficie es suficiente conocer la primera forma 
cuadrática de la superficie. Debido a ello se dice que la 


y—0200 
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primera forma cuadrática determina la métrica de la 
superficie y esta forma suele denominarse con frecuencia 
elemento lineal de la superficie. 

La primera forma cuadrática no determina la super¬ 
ficie unívocamente. Es fácil citar ejemplos de distintas 
superficies que, con una parametrización adecuada, tengan 
idénticas las formas cuadráticas. Pero, hablando en tér¬ 
minos generales, tomadas arbitrariamente dos superficies, 
no existen parametrizacionos para las cuales coincidan 
las primeras formas cuadráticas. Volveremos a tratar este 
problema más adelante. 


§ 2. Angulo entre curvas sobre una superficie 

Introduzcamos el concepto do dirección sobro la super¬ 
ficie. Denominaremos dirección (du : dv) sobro la superfi¬ 
cie <D, dada por la ocnqción r = r(u, v), a la dirección 
del vector dr — r u du + r„ dv. A veces designaremos esta 
dirección simplemente por (d). 

Denominaremos ángulo entre las direcciones (du : dv) 
y (óu : ó o) el ángulo que forman los vectores 

dr = r u du + r v dv y &r = r„ Su + r„ Sv. 

Hallemos la expresión para el ángulo de las direccio¬ 
nes (d) y (S). 

Tenemos 


dr-Sr = | dr | | Sr | eos#, 

dr 1 = E du 1 + 2F du dv + G dv* — I (d), 

6r’ = E Su* + 2 FSuSv + G Sv* - / (ó), 
drSr = E du Su + P (du 6v -f dv Su) + GdvSv=J (d,S). 
De aquí obtenemos para eos 9 la siguiente expresión: 


eos# 


' (d, 6 ) 

VTWTW)' 


Diremos que la curva y sobro la superficie definida 
por Ja ecuación r=r(u, v) tiene en el punto (u,v) 
la dirección (du : dv) si el vector dr=r u du + r D dv es 
el vector tangente a la curva en este punto. 
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Si la curva sobre la superficie viene dada por las 
ecuaciones u = u (*)• « = » (*)• entonces en el punto 
(u (i), o (£)) tiene la dirección (u' (i) : v' (Oí- 

Si dos curvas y y y sobre la superficie O tienen ol 
punto común (u. v) se denomina ángulo de estas curvas 
en el punto ( u, v) el ángulo de sus direcciones en diclió 
punto. Es decir, el ángulo de las curvas sobre la superfi¬ 
cie os el ángulo que forman las tangentes a las curvas; 
por consiguiente, no depende de la parametrización de 
la superficie ni do lo parametrización de la curva. 

Ejemplo. Las líneas coordenadas sobre la superficie 
(las líneas u — const y las líneas v = const) tienen las 
direcciones (0 : do) y (6u : 0). Pos esto, para el ángulo do 
las líneas coordenadas obtenemos la expresión 
n F dviu __ F 

“ ifCdv' V EG ' 

De aquí se deduce que la red de coordenadas sobre la 
superficie es ortogonal (o sea, las líneas coordenadas se 
cortan en ángulo recto) si, y sólo si, P = 0. 

Supongamos dada en un entorno del punto (u„, v 0 ) 
de la superficie regular O una familia de curvas sobre la 
superficie definidas mediante la ecuación q> (u, o) ■= 
= const siendo <pl + <pí = 5 ^ 0 en ol punto (u 0 , v 0 ). Cons¬ 
truyamos otra familia de curvas ortogonal a la primera. 
Con este fin hallemos la ecuación diferencial do las líneas 
de la segunda familia aceptando que existe esta familia. 

La dirección de la línoa de la primora familia en el 
punto (u, v) es (<p 0 : —<p u ). Si designamos por (du : do) 
la dirección de la línea de la segunda familia en este 
punto, la condición de ortogonalidad de estas dirocciones 
será 

E< j)„ du 4- P (q>, do) — q>„ du) — G<p u do = 0, 
o sea, 

{E<f„ — F<p u ) du + (F q>„ — <5<p u ) do = 0. (*) 

Esta es precisamente la ecuación diferencial de las líneas 
de la segunda familia. 

Teorema. En un entorno de todo punto de la superficie 
se puede introducir una parametrización ortogonal regular 

8* 
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con la particularidad de que una familia de líneas coorde¬ 
nadas se puede escoger arbitrariamente 

En efecto, seo 9 (u, i>) = consl uno familia de curvas 
sobro la superficie y sen 9 (u. v) una función regular 
que satisface la condición 9 J, + 9 ? 0, Consideremos 

dos ecuaciones diferenciales 

ip„ du + 9 „ dv = 0 , 

(£ 9 ,, — Fif u ) du+(F<f 0 — Gif u ) dv = 0. 


Las curvas integrales do la primera ecuación son las cur¬ 
vas do la familia dada mientras que las curvos integrales 
de la segunda ecuación representan sus trayectorias 
ortogonales. 

Según el § 3 del capitulo IV, la superficie puede parn- 
ruetriznrso de modo que las curvas indicadas constituyan 
las lineas coordenadas ya que 


E<f v — E<f u F<f, — Gf u 
<Pu «P» 


£’<pj— 2 /' 9 „ 9 n +Gifl 0 


debido a que la primera forma cuadrática os definida. 
Hemos demostrado el teorema. 


§ 3. Area do una superficie 

Sea F una superficie suave y sea G una región de la 
misma limitada por un número finito do curvas suaves 
a trozos. Dividamos la región G en regiones pequeñas 
empleando para ello curvas suaves n trozos. Sea g una de 
estas regiones. Tomemos en g un punto arbitrario P y 
proyectemos esta región sobro el plano tangente en el 
punto P. Si la región g es suficientemente pequeña, esta 
proyección resulta inyectiva y en el plano tangente se ob¬ 
tiene una región ~g limitada también por curvas suaves 
a trozos. Designemos por a (g) el área de la región g 

(fió. 34). 

Por área de la región G de la superficie F entendemos 
el límite 

lím2¡a(g). 
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donde 1 11 sumase refiere n todas las regiones g do la parti¬ 
ción de C y el paso al límite se realiza aceptando que las 
dimensiones do las regiones g de la partición do G dismi¬ 
nuyen indefinidamente. 

Esta definición del Area do una superficie corresponde 
plenamente a la intuición que, cuando se trata do medir 
un Area, nos hace dividir la superficie y «aplanar» los 
trozos obtenidos. Demostraremos que, asi definida, el 
área do la superficie posee efectivamente su característica 
propiedad aditiva y obtendremos asimismo ln fórmula 
que permite calcular el área cualquiera que sea la purn- 
inolri/ación de la superficie. 

Supongamos, para simplificar los razonamientos, que 
existo una puramotrización suave válida para toda la 
superficie: 

r = r ( u , u). 

A la región (i sobre la superficie le corresponde una región 
G del plano uv limitada por curvas suaves a trozos y a 
una partición de la región G mediante curvas suaves a 
trozos eri regiones g le corresponde una partición de la 
región G en regiones g mediante curvas suaves a trozos. 

Determinemos el Aren a (g) de la región g. Considere¬ 
mos con este fin las Coordenadas cartesianas rectangula¬ 
res x, y y z tomando como origen de coordenadas el punto 
P de la superficie, como plano xy el plano tangente en P 
y como eje z la normal a este plano. 
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La región g de la superficie F se define en coordenadas 
cartesianas medianto las ecuaciones 
x — x (u, v), y = y (u, o), z = z («. v ), (u, v) <= ~g. 

Las igualdades 

x = x (u, v), y — y (u, v), ( u , v)a ~g 
determinan una aplicación biunivoca de la región g sobro 
g. Lds números u y v pueden ser considerados como las 
coordenadas curvilíneas en la región g. 

Como se sabe, el área de una región se determina, en 
coordenadas curvilíneas, medianto la fórmula 





x u x c 

y u y. 


dudv. 


El vector r u X r„ tiene la dirección de la normal a la 
superficie y como la normal en el punto P coincido con 
el eje z, resolta que el módulo del vector r u Xr„ en 
este punto es igual al valor absoluto de su componente 
respecto al oje z, o sea, 


K 



De ello se deduce, por continuidad, que para cualesquiera 
u, v de g se tiene 

= |r n xr„ + e*{u, u), 


x u x 0 

yu y. 


donde e e es tan pequeño como se quiera si son pequeñas 
las dimensiones de la región g._ 

Para la suma de las áreas a ( g) tenemos 

(Ir u xr„| + e f (u, v))dudv = 

1 

= j J I r u X r„ | du dv -(- V j \ e g du dv. 

c ‘ 7 

Si la partición de G se ha realizado en regiones g suficien¬ 
temente moñudas, las magnitudes e ? resultarán menores 
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que cualuicr e > O, por pequeño que sea, debido a la 
continuidad uniforme de r u X r v en G. Por esto, 

|2 e g ^ í H< e 2 c, 6> = eo < g )- 

donde o (G) es el área de la región G. 

De aquí se deduce que 




| r u X r„ | du dv 


cuando las regiones g de la partición de la región G dis¬ 
minuyen indefinidamente. Con esto queda probado que 
el área existo y se expresa mediante la fórmula 


cr (G) — j 11 r„ X r, | du dv. 


La propiedad aditiva del área do la superficie so de¬ 
duce de la propiedad aditiva de la integral. Efectiva¬ 
mente, supongamos que una curva suave a trozos divido 
la región G on dos regiones G, y G a ; sean S, y í? a las regio¬ 
nes correspondientes del plano uv. Tenemos 

j¡ j |r„ x r,\dudv= j J |r u xr»|du«to-t- 
+ | J Xr.ldudu. 

St 

Poro esto significa que 

a (G) = o (Gi) + o (G t ); 

esta fórmula expresa la propiedad aditiva dol área de la 
superficie. 

Ahora, cuando hemos demostrado que el área es aditi¬ 
va, podemos calcular el área de una superficie dividiéndola 
en partes y empleando para cada parte una parametriza- 
ción adecuada. 

Para terminar, mostremos que el área de la superficie 
se determina por su primera forma cuadrática exclusiva- 
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ñu-ule. En efecto, 

|r«xn I a - rjrí—(r u r l ,y‘ - EG - F\ 

do (toiicto 

° - J ] VEG-F* du dv. 

En particular, si la superficie viene tintín por la ecuación 
z — 2 (x, y) se l lene 

<T ' í í K1 + P* + r dr dy. 

§ 4. Aplicación conforme 

Sean '!>, y (I> t dos superficies regulares. CJiih aplica¬ 
ción topologica de la superficie < 1 >, sobre la superficie 
ifij se denomina conforme si conserva ios ángulos (lo 
las curvas, o sea, si las curvas correspondientes du estas 
superficies forman, al cortarse, ángulos idénticos. 

Teorema. Si dos superficies regulares (D, y <1 > 3 se han 
parametrizado de modo que son proporcionales los coeficien¬ 
tes ile sus primeras formas cuadráticas, entonces es 
conforme la aplicación de una de las superficies sobre la 
otra que asocia los puntos de coordenadas iguales. Recipro¬ 
camente, si las superficies í>, y cD 4 se han pin anuí rizado 
de modo que resulta conforme la correspondencia que asocia 
puntos de coordenadas iguales, entonces son proporcionales 
las primeras formas cuadráticas de las superficies. 

Demostración. Sean 

/, = E du * + 2 F du du + G di 
/, =« h (E du 2 + 2F du dv + G cUr 1 ) 

las primeras formas cuadráticas de las superficies 
y <1> 4 . Si la aplicación do O, sobre <1>j consiste en asociar 
puntos de coordenadas iguales, las curvas correspondientes 
tienen ecuaciones internas idénticas u = u ( t), v — v (t) y, 
por consiguiente, se obtiene una misma expresión para el 
ángulo que forman las curvas correspondientes, o sea, 
la aplicación es conforme. Hemos demostrado la primera 
parte del teorema. 

Demostremos la segunda parte del teorema. 
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Sea (u, v) una parumetrización arbitraria de la super¬ 
ficie ®,. Paramotricemos la superficie O, tomando como 
coordenadas do cualquier punto de la misma las coorde¬ 
nadas del punto de <X», que le corresponde por la aplica¬ 
ción conforme. Sean 

/j = E l du 1 -I- 2 F l du dv -+- G, dv 3 , 

/, = E t du 3 -f 2F , du dv + G a do* 

las primeras formas cuadráticas de las superficies co¬ 
rrespondientes a estas parametrizaciones. Mostremos que 
los coeficientes A'„ F, y G, son proporcionales a E.,, F, y C 2 . 

Puesto que la aplicación es conforme, la ortogonalidad 
de las direcciones (d) y (6) respecto a la formo /, implica 
la ortogonalidad de las mismas respecto a la forma I 2 . 
Por esto, de 

E l du bu + F¡ (du bv + dv bu) + G¡ dv bv = 0 
se deduce 

E, du bu + F t {du bv 4- dv bu) + G t dv bv *• 0. 
Eliminando bu y bv, obtenemos do aquí 

l'i ilu -f F | dv F i du -t -G¡ dv 

A - du -f- /' • dv F- du •- C"¿ d‘ 

Como du y do son arbitrarios, tomando dv ~ 0 obtenemos 

1l = J± 

F, F, 

y para du = 0 obtenemos 

f, G¡¡ • 

Hemos demostrado completamente el teorema. 
Aparte de conservar los ángulos, la aplicación confor¬ 
me posee otra propiedad notable; a saber, son semejantes 
en primera aproximación ¡as figuras suficientemente pe¬ 
queñas que se corresponden en las superficies por la aplica¬ 
ción conforme. Efectivamente, sea F, una figura pequeña 
de la superficie <l»,. La distancia cutre sus puntos («, o) 
y (tí + A tí, v + A o) en primera aproximación es igual 
a 


EAu* + 2F AuAv + G Ao 2 . 
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La distancia entre los puntos correspondientes do la figu¬ 
ra í’ a de la superficie <f> 4 en primera aproximación es 
igual a 

X (£Au* 4- 2Fbuáv + GAi>*). 

Es decir, ti coeficiente de alteración os igual a ly, por 
consiguiente, es casi constante si la figura £, es suficien¬ 
temente pequeña. 

Teorema. Sean <X>, y <1>, dos superficies regulares y P, y 
P. l das punios arbitrarios de las mismas. Entonces existe 
una aplicación conforme de un entorno del punto P¡ de la 
superficie O, sobre un entorno del punto P s de la super¬ 
ficie <D.. 

La demostración de este teorema so basa on la posibi¬ 
lidad de parametrizar una superficie regular en un entorno 
de cualquier punto do modo que su primera forma cuadrá¬ 
tica correspondiente a esta paramctrización sea 

/ — X (u, v) (tfu* + cfc*). 

No daremos la demostración de esta proposición; 
señalemos sólo que, una vez parametrizadas de este modo 
las superficies y <T>. en los entornos de los puntos 
respectivas P, y P 2 , la aplicación conforme del entorno 
del punto P, de la superficie O, sobre el entorno del 
punto P. de la superficie O., se obtiene por asociación do 
puntos de idénticas coordenadas. 

Para terminar, voamos un ejemplo de aplicación con¬ 
forme de la esfera sobre el plano. 

Sea o> la esfera de radio R y centro en el punto 
(0, 0, fí). Consideremos la aplicación de la esfera w 
sobre el plano xy consistente en su proyección desde el 
polo S (0, 0, 2 R). Esta aplicación se denomina proyec¬ 
ción estereográfica (fig. 35). 

Tomemos como coordenadas curvilíneas los ángulos 
ii y v representados en la fig. 35. Entonces, las ecuaciones 
del plano serán 

x = 2R tg u eos v, y = 2R tg u sen i» 

y las ecuaciones de la esfera serán 

* = 2 R sen ir eos u eos i>, y — 2R sen u eos u sen u 

l = 2fí sen 2 14. 
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El elemento lineal del plano será 

dj* = ~r^ (du z + sen 2 u eos 2 u dv 2 ) 

y el elemento lineal de la esfera será 

ds 2 = 4/f 2 (du 1 + sen 2 u eos* u di?). 

De ello se deduce que la aplicación es conforme. 

§ 5. Superficies isométrlcas. Doblamlento de superficies 

Las superficies '!>, y <!>, se llaman isométricus si existe 
una aplicación inyectiva 'de la superficie <t>, sobre la 
superficie í>j tal que las curvas correspondientes de 
estas superficies tengan longitudes iguales. 

Teorema. Si las superficies regulares <1' 1 y d>, se pueden 
parametrizar de modo que sus primeras formas cuadráticas 
sean iguales, estas superficies son isomélricas. La aplicación 
isométrica consiste en hacer corresponder los puntos de 
coordenadas Iguales. Heciprocamente, si las superficies 
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<I>, y <l> 2 son isométricas, pueden ser paramelrtzadas de 
modo qué sus primeras formas cuadráticas sean iguales. 

Demostración. La primera parte fiel teorema es obvia. 
Basta observar primero que si la curva y, sobre la super¬ 
ficie 0 >, viene dada por las ecuaciones u = u {t), v = 
= y (l). la curva que le corresponde sobre la superficie < 1> 2 
viene dada por las mismas ecuaciones u = u ( t), y — 
= v (t) y emplear después la fórmula para la longitud 
do arco de una curva. 

Demostremos la segunda parte del teorema. 

Sea P 2 un punto arbitrario de la superficie <D, y sea 
r = r (u. v) cualquier parametrización regular de lo 
superficie en un entorno de este punto. 

Sea P.. (u, v) el punto de la superficie <!>, que co¬ 
rresponde por isometría a P, (u, v) y sea r 2 ( u , o) ol 
vector de este punto. Lo ecuación 

r = r t <u, o) 


determina una parametrización de la superficie < 1> 2 on un 
entorno del punto P 2 . No podemos demostrar en este 
momento que es regular; sólo podremos hacerlo en el 
capitulo IX. Poro supongamos que la parametrización 
r = r 2 (it, v) de la superficie <t> 2 es regular. Mostremos 
que, dalla esta parametrización. la primera forma cuadrá¬ 
tica de la superficie <f > 2 coincido con la primera forma 
cuadrática de la superficie 0,. 

Sea y, una curvo arbitraria sobre la superficie <1>, 
y sean u — u (í). v = v (t) sus ecuacionos. La curva que 
le corresponde por isometría sobre la superficie <I > 2 viene 
dada por las mismas ecuaciones. Por esto, 


i 

j V + 2 F t u'v' + G,v rl di = 
*0 

I 



V Fm* + 2 F-u'v' + (!&•- dt. 


lo 


Puesto que esta igualdad es válida para todo t, los inte- 
grandos son iguales. Como la curva Yi es totalmente arbi- 
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traria, los ¡utegrandos sou iguales cualesquiera que sean 
los valores de u' y v‘; pero esto es posible sólo si E, =. 
= E a , F¡ = F, y G, = G a . 

Hemos demostrado el teorema. 

Es evidente que las superficies ¡guales son isométri- 
cas. La afirmación recíproca, hablando en términos 
generales, es falsa. Es fácil dar ejemplos de suporficies 
isométricas que no sean iguales. Veamos uno. 

La región rectangular 0 <x <y, 0 <y <í del 

plano xy es isométrica a la región del cilindro *• + »*- 
= 1 determinada por las condiciones 0 <2 <1, * >0 
<J >0. Basta señalar que esta región del cilindro admite 
la parametrización x = eos u, y =* sen u. z = v, 0 < 

<ii<y , 0 <t><l. El elemento lineal del cilindro 

correspondiente a esta parametrización es <fu a + dv % . 
De aquí se ve que la aplicación definida por las igualdades 
x >=■ u, y *= w es isométrica. 

Puesto que los ángulos de los curvas sobre la superfi¬ 
cie y el área de la superficie se determinan por la primera 
forma cuadrática y puesto que las suporficies isomótri- 
cas, adecuadamente parametrizadas, tienen las primeras 
formas cuadráticas iguales, resulta que la aplicación iso¬ 
métrica conserva los ángulos de las curvas y conserva las 
áreas, o sea, las curvas correspondientes de suporficies 
isométricas forman ángulos iguales y las regiones co¬ 
rrespondientes tienen áreas iguales. 

Hemos domostrado con un ejemplo que superficies 
distintas, adecuadamente parametrizadas, pueden tener 
las primeras formas cuadráticas iguales. Se plantean dos 
preguntas: ¿en qué grado la primera forma cuadrática 
determina la superficie? y ¿existe una superficie que 
tiene como primera forma cuadrática una forma cuadrá¬ 
tica escogida arbitrariamente? 

Bcsultn que «localmenle» la superficie no queda deter¬ 
minada, ni mucho menos, por su primera forma cuadrá¬ 
tica. Se conoce, por ejemplo, el toorema siguiente. Para 
lodo entorno <o suficientemente pequeño de un punto P de 
una superficie analítica existen superficies isométricas a <o y 
distintas de ella. 
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Algunas superficies «globalmente» quedan determi¬ 
nadas unívocamente por la primera forma cuadrática. 
Por ejemplo, cualquier superficie regular <I>, cerrada y 
convexa, queda determinada unívocamente por la primera 
forma cuadrática , en el sentido de que toda superficie 
regular <!>' isométrica a (J> es igual a Ó. Se puede señalar 
ona clase suficientemente amplia de superficies infinitas 
que se determinan unívocamente por la primera forma 
cuadrática. Como ejemplo de una superficie de esta clase 
podemos señalar un paraboloide elíptico cualquiera. 

Se denomina doblamiento de la superficie toda defor¬ 
mación continua de la misma que no altera las longitudes 
de las curvas sobre la superficie. Una idea clara del 
doblamiento de la superficie se puede obtener doblando 
una hoja de papel. 

Puesto que el doblamiento de la superficie no altera 
las longitudes de las curvas y, por consiguiente, en todo 
momento del doblamiento la superficie permanece isomé¬ 
trica a la superficie inicial, obtenemos que durante el 
doblamiento de la superficie, adecuadamente paramelrizada, 
su primera forma cuadrática no varía. 

Resulta que «localmente» las superficies, como regla, 
son suscpetibles al doblamiento. Por ejemplo, tiene lugar 
el teorema: para todo punto de una superficie analítica 
que no sea plano existe un entorno que admite doblamienlos 
continuos. 

Pero entre las superficies existen las que « globalmente» 
no admiten doblamienlos continuos. Así son, por ejemplo, 
todas las superficies convexas cerradas. 

EJERCICIOS PARAIEL CAPITULO VI 

1. Hallar la primera forma cuadrática de la superficie de re¬ 
volución 

x = (p (u) eos V, y = q> (b) sen v, t = r|> (u). 

Respuesta. I = (q>’* + sp'*> iu* ip* did. 

2. Demostrar que la superficie de revolución puede parametri- 
zarso do modo que su primera forma cuadrática sea 

/ = iu' + G (u) dd>. 

3. Hallar la longitud de arco de la curva dada por la ecuación 
u = v sobre una superficie con la primera forma cuadrática 

I = du" + ah’ u do*. 
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Respuesta, i = 1 sh u, — sh u, |. 

4. Hallar el ángulo que forman las lineas coordenadas x = r. 
e y = üo sobre la superficie z = azy. 

a^xoyo 

Respuesta. COS f> = + y . + . 

5. Demostrar que es ortogonal la red de coordenadas u, o 
sobre el belicoide 

x — au eos ii, y = au sen o, r =- fcu. 

6 . Hallar la familia de curvas que forman ángulo recio con las 
generatrices rectilíneas z = consl del paraboloide i = azy. 

Respuesta. (1 + oV) y 1 = const. 

7. Hallar sobre la esfera las curvas que forman ángulo cons¬ 
tante con los meridianos (estas curvas se denominan loxodró- 
mlcas). 

8 . Hallar el área del cuadrilátoro del belicoide (cjorcicio 5) 
limitado por las curvas 

“- 0 . “*=- 7 . *-0 y »«l, 

Respuesta, o » — (V^2”+ ln (i + 

0. Demostrar que son iguales las áreas de las regiones de los 
paraboloides 

*Hr ( ** +!, *> y 

que se proyectan en una misma regiún del plano zy. 

10. Demostrar que la superficie es localmente isomótrica al 
plano si admite una parametnzación tal que los coeficientes do su 
primera forma cuadrática no dependan de 11 ni de u. 


PROBLEMAS V TEOREMAS PARA EL CAPITULO VI 

1. Demostrar que siendo V (*, y) y V (z. u) la parte real y lo 
parto imaginaria, respectivamente, de una íunciím do variable 

fieles * * 1 + ly ' SOn i?uales laa áreas de los re 8‘°“® s <le 109 auper- 
* = ü (*, g) y i = V (*, y) 
que se proyectan en una misma región del plano zy. 

2. Demostrar que existe una aplicación conformo de la super¬ 
ficie de revolución (ejercicio 1) sobre el plano por efecto de Ja cual 
los meridianos de la superficie (las lineas a = consl) se transfor¬ 
man en rectas que pasan por el origen de reordenadas y los parale¬ 
lo? (Ia3 lineas u = const), en circuios con centro en el origen de 
coordenadas. 

Considerar el caso particular en el que 

ip (u) «* coa u y q> (a) = sen u 


(esfera). 
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3. Demostrar que existo lina aplicación con tormo «lo la super¬ 
ficie de revolución soliro el planu por ruy'o oléelo los meridianos y 
loa paralelos «!«■ la superficie se transforman en rectas x — Const 
o y — const. Considerar el caso particular en el quo la superficie 
es una eslera. 

4. Demostrar que ni siquiera localmente existe una aplica¬ 
ción isométrico de In eslora sobre el plauo. 

5. Demostrar que siendo V (r. y) •+ i r (x, y) una [unción 
analítica de variable comploja x + i y con la particularidad de que 
en el punto (.r 0 , M 

I"* v ’Uo. 
u» i'. r ’ 


es coutorino la aplicación del plano sobro si mismo que asocia al 
punto con coordenadas cartesianas t c y el punto con coordenadas 
cartesianas U (r, y) y V (*. y). 

0. Sea 

di! - F. d«* + 2 F du du + G di* 

ol elemento lineal de una superficie nnalitlca. Consideremos la 
ecuación diferencial 


E du 1 + 2 F du du+ Gd i» U 


un el plano complejo. Sen q> (n, o) *= const la solución de esta er.ua- 
eiúli y soAii U (x, y) y V (x, y) las parles real e imaginario do la 
función ip (x, y). Demostrar que, siendo 


O u 

y» 



v> d. 


es conforme la aplicación do lo superficie sobro ol plano que lince 
corresponder al punto (u, o) de la superficie el punto del plano de 
coordenadas cartesianas 11 y V. (En esto resultado puede liasarso 
la demostración dol tooromn del S 4 del capítulo Vi en el caso do 
superficies analíticas.) 

7. La aplicación de una superficie sobre otra so denomina 
auídiiea si las regiones correspondientes por esta aplicación tienen 
áreas iguales. 

Doinostrar quo es' isométrira toda aplicación conforme y 
uutállca do una superficie sobro otra. 

8 . üomoatrar Xiue cualquier aplicación isometrica dol plano 
sobre sf mismo es un movimiento o bien un movimiento seguido do 
una aplicación especular. 

9. Sean y C>, superficies isomótricas y r = r, (u, o) y 
r = r, (u, u) sus paramotrizacioneB. La aplicación isomótnca con¬ 
sisto en poner en coorespondcncia los puntos do coordenadas igua¬ 
les. Seo <t> x n la superficie definida por la ecuación r = kr í (u, ») + 

¡ir a (u, u). Demostrar que las suporficios <!>>,.„ y U> a.t 300 wme- 

10 . Demostrar que existe una aplicación isomélrica dol hcli- 
coide 

X — u eos p, y — u sen i», z = mp 
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sobre el catenoide 

i=acosB, ,v=¡ a senB, t -- m arch — 

m 

tal que los genera trices rectilíneas del holicoide corresponden a los 
moridianos del catenoide. 

11. Di.mostrar que cualquier superficie helicoidal admito una 
aplicación Jsomélrini sobre cierta auperficlo de revolución por 
cuyo efecto las bélicos corresponden a los paralelos {teorema de 
Bour). 

12. Una red de curvas sobro una superficie se denomina red 
de Chíbyahov si son iguales los lados opuestos de todo cuadrilátero 
formado por las lineas de la red. Demostrar que una condición ne¬ 
cesaria y suficiente para que la red de coordonndas sobre la super¬ 
ficie sea una red de Chóhyshev es que E a — Gu =■ 0. 

13. Deinostral' que si la red de coordenadas es mía red do 
Chéliysbev, las emirllenados u yo pueden escogerse de modo que 
el elemento lineal di la superficie lome la forma 

tlx* dii* -(- 2 eos ¡a du du + do 2 , 

donde te es el ángulo que forman las lineas coordenadas. 

14. Demostrar que en la superficie de traslación 

r -•= U(u)+ V (a) 

las lineas coordenadas forman una red do Chébysliov. 


CAPITULO VII 

SEGUNDA FORMA CUADRATICA 
DE UNA SUPERFICIE Y CUESTIONES ADJUNTAS 
DE LA TEORIA DE SUPERFICIES 

Sean <l> nnn superficie regular, r = r (ti, v ) alguna 
parometrización regular do la misma y n (u. v) el vector 
unitario de la normal a la superficie en el punto P (tí, v). 

So denomina segunda forma cuadrática de la super¬ 
ficie la forma cuadrática 

—dr dn — (— r m n„) du 2 + (—r u n „ — r B n u ) du dv + 

+ (— r„n B ) dv *. 

Para los coeficientes de esta forma emplearemos las nota¬ 
ciones siguientes 

—r u ii u = L , — r u n„ — *•„*»„ = 2M, —r B n B = N. 


10—0209 
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Puesto que dr-n = 0 y, por consiguiente, 

d (dr-n) — (d*r-n) + (dr-dn) = 0, 

se tiene 

II = tPr ■ n = (r uu n) du 1 + 2 (r uo w) du dv+ (r v „n) dv *, 
de donde 


L = r uu ii , JW = r U0 «, N — r„ v n. 



En particulor, Si la superficie viene dada por la ecuación 
z — z (x, y), se tiene 



§ i. Curvatura de una curva sobre una superficie 

Sean O una superficie regular, r = r (u, v ) alguna 
parametrización regular de la misma y y una curva regu¬ 
lar sobre la superficie que pasa por el punto P (u, o) 
y tiene en este punto la dirección (du : dv). Sea r = r (s) 
la parametrización intrínseca de la curva y. 
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Consideremos el producto escalar (r’n). El vector r" 
tiene la dirección de la normal principal a la curva 
y su módulo es igual a la curvatura de la curva. Do ello 
resulta que 

(r'n) = k coa f>, 


donde k es la curvatura de la curvo y 0 es el ángulo que 
forman la normal principal n la curva y la normal a la 
superficie (fig. 36). Pero 

r"n -•= (r BU u'* + 2r u «#V + r^v' 1 •+• r u u" + r»u”) n = 

™ (r uu n) u' 2 +2 (r uo n ) iiV + (r„ 0 n) u'«. 

Por esto 


k cosd 


Ldu' + 2M dudo+Ndy* . H 
li du‘ -f- 2F do dv+G dv‘ J ’ 


El segundo miembro de esta igualdad depende sólo de la 
dirección de la curva en el punto P (u, o). Es decir, 


k eos <1 = 4 0 = const 

en el punto P (u, v) para todas las curvas y que pasan 
por esto punto y tienen en él una misma dirección (o sea, 
una misma tangente). 

La igualdad 

k eos — k B = const 


expresa el teorema de Meusnier. 


10» 
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La magnitud A 0 se denomina curvatura normal de la 
superficie en la dirección dada (du : dv). Salvo el siguo, 
es igual a la curvatura de la curva quo se obtiene en la 
intersección de la superficie y el plano que es perpendicu¬ 
lar al plano tangente y que comprende la dirección 
(du ; dv). 

La curvatura normal de la superficie en la dirección 
dada coincide con la curvatura normal del paraboloide oscu- 
lüdor en esta misma dirección. 

Efectivamente, si reforimos la superficie y su parabo¬ 
loide oseulador en el punto P a las coordenadas carte¬ 
sianas rectangulares tomaudo como plano xy el plano Lan- 
gonte en este punto y como eje z la normal al mismo, la 
superficie y el paraboloide vienen dados por las ecuacio¬ 
nes 

z = z(x, y), 

* = J (*« ln ** + 2z xll |r xy +z„„ |,, y*). 

De aquí se ve que la primera y la segunda formas cuadráti¬ 
cas de ln superficie y del paraboloide en el punto P son 
iguales y, por consiguiente, son iguales las curvaturas 
normales. 

El resultado expuesto permite bailar la ecuación del 
paraboloide oseulador en oí sistema de coordenadas ligado 
de un modo natural a cualquier parametrización (u, v) 
de la superficie si tomamos el plano tangente en el punto 
P (u 0 , v 0 ) como plano xy, la normal al mismo como eje 
z y los vectores r u , r.yn como vectores de la base. 

La ecuación del paraboloido se puede representar, 
evidentemente, on la forma 

r “ (n— Uo) r u -f (v—v B ) r v + 

+ j {A (u — u 0 ) 2 +2 B (u — «o) (w — v a ) + C (v — n 0 ) 2 } n. 

La curvatura normal del paraboloide en la dirección 
(du ; dv) será 

A dxi i -\-2D du dv+ C cfo* 
rj du 2 — 2 (r u r v ) du dv\-r\dd*' 

Comparando esta expresión con la curvatura normal de la 
superficie en la misma dirección y teniendo eñ cuenta 
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que du y dv son arbitrarios, doducimos que 
A » L, ti = M y 6’ - /V. 

Por esto, la ecuación <lel paraboloide on forma poramótrica 

es 

jc — u — «o, y-u-Vo,' 

z u„)* + 2M (u — u 0 )(v — v 0 ) + N (v— Uo) 1 } 

lo que equivale o 

2 - j(La*+2flía-!/ + yVj/ 2 ). 

A partir do un punto arbitrario P (u, v) de la super¬ 
ficie tomemos eu cada dirección (du : du) un segmento 
, i 

igual a | yp, donde k es la curvatura normal do la su¬ 
perficie en esta dirección. El lugar geométrico de los 
extremos do estos segmentos se denomina indicatrlz de cur¬ 
vatura de la superficie en el punto P (fig. 37). 

También se denomina con frecuencia indiealriz de 
Dupin. 

Veamos qué representa en sí la indicotriz de curva¬ 
tura. Para ello consideremos en el plano tangente a la 
superficie las coordenadas cartesianas que se obtienen al 
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tomar el punto de tangencia como origen de coordenadas, 
las rectas que comprenden los vectores r, y r„ como ejes 
de coordenadas y los propios vectores r u y r„ como vecto¬ 
res de la base. Sean x e y las coordenadas del punto de la 
indicatriz de curvatura correspondiente a la dirección 
[du : dv). Tenemos 


xr a + yr,= 


\_ 

k 


I 

12 


ir,, du -f r„ do 
I *•« *< +r„ rfw ( ' 


Elevando al cuadrado esta igualdad y observando que 
x : y = du : dv, obtenemos 


Ex 1 - f- 2 Fxy -(- Gy- 


Edu‘ + 2F dudu+G <!<■-- _ 

f L du 1 -j-2M du dv+ .V du- 1 

Ez , +2Fxn+(¡y* 

~ \l.i‘-y¿Mxv + Ny*\ • 


De aquí resulta 


| Z,i* + 2 Mxy + Ny* | = 1. 


Esta es precisamente la ecuación de la indicatriz de 
curvatura. 

De este modo, la Indicatriz de curvatura representa una 
elipse en un punió elíptico de la superficie ( LN — M" >0), 
un par de hipérbolas conjugadas en un punto hiperbólico 
(LN — AP «¿ 0) y un par de rectas paralelas en un punto 
parabólico (LN — M* = 0). 

Es evidente que la superficie y su paraboloide oscula- 
dor tienen la misma indicatriz de curvatura. 

La indicatriz de curvatura se puede introducir tam¬ 
bién de otro modo, de carácter más geométrico. Sean P un 
punto arbitrario de la superficie y a el plano tangente 
en este punto. Designemos por M h el lugar geométrico de 
los puntos de la superficie cuyas distancies a a son igua¬ 
les a h. Sometámoslo a una transformación de semejanza 

tomando P como centro de semejanza v —~ como coefi- 

1 1 

cíenle de semejanza. Designemos por -y-= Af h el conjunto 

■ v b 

de puntos obtenido. 
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Si el plano tangente en P se toma como plano xy y 
la normal como eje z, la ecuación de la superficie será 

* -jr ( rI * + 2sxy + ty 2 ) + (** + »*) e (*, y), 


donde e (x, y) -*■ 0 cuando x, y -*■ 0. De aquí que los 
puntos de A/„ satisfacen la ecuación 

h ^ | -i (rx» + 2sxy +ty*) + (x*+y») e (x, y) |. 

Puesto quo las coordenadas de un punto de M ^ 

difieren en el factor Vh de las coordenadas del punto 
correspondiente de A/*, ellas satisfacen la ecuación 


1 = | y (rx* + 2»xy + * y*) + (x* + j/ a ) e (x]fh, yVT) |. 

De aquí se ve que -^=Af„ converge a la indicatriz de 
curvatura cuando h ->-0.| 


§ 2. Direcciones aslntótlcas. 

Lineas aslntótlcas. Direcciones conjugadas. 

Redes conjugadas sobre la superficie 

La dirección (du : dv) en el ponto'V’ (u, v) 9obre la 
superficie regular O so denomina asintótica si la curva¬ 
tura normal de la superficie en esta dirección es igual a 
cero. Es decir. la dirección (du : dv) será asintótica si, 
y sólo si, se cumple la condición 

L du* + m du dv + N do* = 0. 

De ello resulta que en un punto elíptico de la superficie 
no existen direcciones asintótícas , en un punto hiperbólico 
existen dos direcciones asintótícas, en un punto parabólico 
existe una dirección asintótica y, finalmente, en un punto 
plano cualquier dirección es asintótica. 

"Una curva sobre la superficie se denomina línea asin- 
tótlca si su dirección es asintótica en todo punto. 

De aquí se deduce que 

fL du J + 2AÍ du du + A' du> = 0 
es la ecuación diferencial de las líneas asintótícas. 
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Si la superficie contiene una recta, ésta será obviamente 
una línea asinlólica. 

Soña lomos una propiedad sencilla de las líneas nsiuto- 
ticas. El plano tangente a la superficie en todo punto de 
una linea aslntótlca es el plano osculador. Efectivamente, 
si en el punto P de la Ifuea asintótica y la curvatura os 
igual a cero, el plano tangente a la superficie en el punto P 
será el plano osculador ya por el hecho de comprender la 
tangente a la curva. Si la curvatura do y en el punto P 
es distinta de cero, el plano tangente contione los vectores 
dr y (Pr (el primero porque el plano es tangente y el se¬ 
gundo porque la curva y es asintótica y, por consiguiente, 
satisface la condición tPr ■n = 0). De aquí se deduce que 
también en este caso el plano tangente es el plano oscula¬ 
dor a la línea asintótica. 

Veamos en qué condiciones resultan asíntóticas las 
líneas coordenadas u = const y v = const de la superfi¬ 
cie. Introduciendo sucesivamente u — const y v = const 
en la ecuación do las líneas asintóticas, deducimos que la 
red de coordenadas será asintótica si, y sólo si, son iguales 
a cero los coeficientes L y N de la segunda forma cuadrática. 

Teorema. En un entorno de un punto hiperbólico de la 
superficie siempre se puede introducir una parametrlzactón 
tal que las líneas coordenadas sean asintóticas. 

Esto so deduce del teorema general del § 3 dol capítulo 
IV puesto quo las línca9 asintóticas satisfacen la ecuación 

L diP + 2M du dv + ,V dv* •-» 0 

para la cual se cumplen las condiciones dol teorema men¬ 
cionado (LN — M 1 <. 0). 

Sea P un punto arbitrario de la superficie <1* y sonn 
(du : dv) y (6« : 6o) dos direcciones sobre la snporficie 
en el punto P. Las direcciones (d) y (ó) se denominan 
confugadas si las rectas g d y g 8 que comprenden estas 
direcciones son diámetros conjugados do 1a indicatriz 
de Dupin en el punto P. 

Es decir, para que Jas direcciones (d) y (ó) sean conju¬ 
gadas es nocesario y suficiente que se cumpla la condi¬ 
ción 

L duda. + M (du 5v 4- dv Su) -j- N dv Sv = 0. 
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Una comprobación directa permito ver que la condi¬ 
ción de conjugación de las direccionos (d) y (ó) admito una 
denotación compacta 

dr -6n — 0 
o 

dr ■dn = 0. 

Las direcciones aslntóticas son autoconjligadas. 

Supongamos que sobre Ja superficie se tienen dos fauii- 
lios yá y YB de líneas que forman una red en el sentido dé 
que por todo punto de la superficie pasa una línea do 
cada familia. Entonces, la red de líneas formada por las 
familias yá y y¡¡ se denomina red conjugada si en todo 
punto tienen direcciones conjugadas las lfnoas pertenecien¬ 
tes a las distintas familias que forman la red. 

Si 1a red de coordenadas es una red conjugada, el coe¬ 
ficiente M de la segunda forma cuadrática de la super¬ 
ficie es igual a coro. Para comprobarlo bastará escribir 
la condición de conjugación para los direcciones (du: 0) 
y (0 : 6v). 

En un entorno de todo punto de la superjicie que no sea 
un punto plano se puede introducir una parametrlzaclón 
tal que las líneas coordenadas formen una red conjugada , 
con la particularidad de que una familia de líneas coorde¬ 
nadas se puede escoger arbitrariamente siempre que las 
lineas de esta familia no tengan direcciones asintóticas. 

§ 3. Direcciones principales sobre la superficie. 

Líneas de curvatura 

La dirección (du : da) sobre la superficie so denomina 
dirección principal si la curvatura normal de la superficie 
alcanza en esta dirección su valor extremo. Es decir, 
se trata do las direcciones que coinciden con las direcciones 
de los ejes de la indicafriz de curvatura. 

De aqui so deduce que en ei caso general en lodo punto 
de la superficie existen dos direcciones principales. Por 
coincidir con las direcciones de los ejes de la indicat.riz 
de curvatura, las direcciones principales son ortogonales 
y conjugadas y, por consiguiente, satisfacen las condiciones 
/ (d, 6) — E du 6u + F (du Óu + di> 6u) G du 6v = 0 
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(condición de ortogonalidad) y 

II (d, 6) = L du 6u + M (du fin + do 6») 4- N dv 6v = 0 

(condición de conjugación). 

Eliminando óu y ót> de estas ecuaciones, obtenemos 

\Edu-\-Fdv Fdu+Gdv 

| L du -f- M dv M du + N dv 

Esta es la condición necesaria y suficiente para que la 
dirección (du: dv) sea principal. Se puede escribir en 
otra forma, más simétrica 

du 2 —dudv du 2 

E F G =0. (.) 

L M N 

Las direcciones principales no quedan definidas en 
dos casos: en el caso de un punto plano ya que en él cual¬ 
quier dirección es principal (pues la curvatura normal es 
igual a cero en cualquier dirección) y en un caso especial 
de un punto elíptico en el que la indicatriz de curvatura 
es una circunferencia (el punto se denomina entonces 
umbllico). En un punto umbílico, al igual que en un 
punto plano, cualquier dirección es principal. Esto queda 
reflejado en la condición (•) que determina las direccio¬ 
nes principales. Dicha condición se cumple idénticamente 
sólo en dos casos: si L = M = A' = 0 (punto plano) 
o si los coeficientes de la primera forma cuadrática son 
proporcionales a los coeficientes de la segunda forma 
cuadrática (punto umbílico). 

Las curvaturas normales de la superficie correspon¬ 
dientes a las direcciones principales se denominan cur¬ 
vaturas principales. 

Teorema de Rodrigues. Si la dirección (d) es dirección 
principal , se tiene 

dn = —k dr, 

donde k es la curvatura normal de la superficie en esta 
dirección. Reciprocamente, si en la dirección (d) 
dn — X dr, 

entonces (d) es una dirección principal. 
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Demostración. Sea (ó) la otra dirección principal, per¬ 
pendicular a la primera. El vector dn que es perpendicu¬ 
lar a n admite la representación 

d»t = X dr + p Ór. 

Multiplicando esta igualdad por ór y observando que 
dn -ór = 0 debido a la conjugación do las direcciones (d) 
y (ó) y que dr -ór = 0 debido a la ortogonalidad de estas 
direcciones, obtenemos 

p ór* = 0, 

de donde p —^0. Es decir, dn = X dr. Multiplicando esta 
igualdad por dr, obtenemos 

(dr -dn) = X dr*, 

de donde se deduce que X = — k. Hemos demostrado la 
primera parte del teorema. 

Demostremos la afirmación recíproca. Sea (d) una 
dirección tal que. 

dn = X dr. 

Demostremos quo es una dirección principal. Sea (Ó) 
la dirección perpendicular a (d). Entonces, multiplicando 
la igualdad dn = X dr por ór, obtenemos dn -6r = 0. 
Pero esto significa que las direcciones (d) y (ó) son conju¬ 
gadas. Como son, además, ortogonales, resulta que son 
principales.* 

Hemos demostrado el teorema. 

Una línea sobre la superficie se denomina línea de 
curvatura si su dirección os en todo punto una dirección 
principal.j 

■De ello se deduce que 

do* — du dv du * 

E Fp C o 01 

L M N 

es la ecuación diferencial de las lineas de curvatura. 

Si las líneas coordenadas sobre la superficie son líneas 
de curvatura, los coeficientes F y M de la primera y de la 
segunda, respectivamente , formas cuadráticas son iguales 
a cero. 
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En efecto, F — 0 porque la red de coordenadas es 
ortogonal y M = 0 porque la red es conjugada. 

Teorema. En un entorno de todo punto P de la superfi¬ 
cie que no sea un punto umbilleo ni un punto plano , la 
superficie puede parametrizarse de modo que las lineas 
coordenadas sean lineas de curo tura. 

Efectivamente, la ecuación diferencial de las líneas 
do curvatura tiene la forma 

A du 1 + 2 B dudv + C diP = 0. (**) 

Puesto quo en todo punto próximo u P existen dos, y só¬ 
lo dos, direcciones principales, el trinomio 
A + 2BI + CE 1 

tiene dos raíces reales. Por eso, AC — D 1 < 0. Según el 
teorema del § 3 del capítulo IV do aquí se deduce quo 
existe una parametrización para la cual las líneas coorde¬ 
nadas serán curvas integrales de la| ecuación (**), 
es decir, será» líneas de curvatura. 

Para terminar, demostremos un teorema quo en algu¬ 
nos casos permite hallar con facilidad líneas do curvatura 
sobre la superficie. 

Teorema. Si dos superficies se cortan u lo largo de una 
curva y formando ángulo constante y sí esta curva es línea 
de curvatura sobre una de las superficies, también será 
línea de curvatura sobre la otra. 

Demostración. Al derivar sobre la primera superficie a 
lo largo de la curva y, tenemos 

dn L — \idr. 

Para la segunda superficie es 

dn¡ — \¡ dr -h fin, -I- vn.¿. 

Multipliquemos esta igualdad escalarmoute por n, y n 
Entonces, tendremos 

n¡dn,~ |i(«’) + v («,».) y », dn t =■ p (n,n 8 ) v (n\). 

Pero n¿n t = 0 y n, dn t = d (n,n.) -ii 2 dn, = - 
— n¡ dn¡== —nj,, dv — 0. Es decir, 

pn' + v(n,n,) = 0 y |i (»,*«)+vnj = 0. ,(*«) 
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Si las superficies no son taugeules ¡i lo largo de la curva 
V, se tiene «J»J— («,«,)* =¿| n, X it, | 2 =¡h 0, y, por 
consiguiente, las igualdades (»**)) pueden dorso sólo 
si ¡x — v = 0. I’ero entonces para la segunda superficie 
se tiéne dn 2 = dr , o sea, y es línea de curvatura de 
la segunda superficie. 

Si las superficies son tangentes a lo largo de y, la afir¬ 
mación del toorema se hace evidente ya que, en virtud 
del teorema de Rodrigues, si la dirección de la línea y es 
principal en una superficie, tambión sórá principal en la 
otra. 

Hemos demostrado el toorema. 

Corolario. Si la esferá t (o el plano) forma un ángulo cons¬ 
tante con una superficie cualquiera, la línea de intersección 
es una línea de curvatura. 

■ Esto resulta de que toda curva trazado sobre la esfera 
(o sobre el plano) es una linea de curvatura. 

§ 4. Relación entro las curvaturas principales 
de una superficie y la curvatura normal 
en una dirección arbitraria. 

Curvaturas media y gaussiana de una superficie 

Expresemos la curvatura normal de la superficie en 
una dirección arbitraria a través de las curvaturas norma¬ 
les principales, Para ello consideremos las coordenadas 
cartesianas rectangulares x, y, y z tomando como plano 
xy el plano tangente a la superficie en un punto arbitra¬ 
rio O y como eje z la Dormal a la superficie. Escojamos 
las direcciones do ios ejes x o y de modo que coincidan 
con las direcciones principales eu el punto O. 

Sea 2 = z (x, y) la ecuación do la superficie cu un 
enlomo del punto O referida a estas coordenadas. En el 
punto O se tiene z, = 0 y z„ = 0. Por oso, en el punto O 
so tiene 

/ = + dy\ 

II — r dar + 2 s dx dy -f / dy*. 

Puesto quo en el punto O las direcciones (0 : dy) y (6x : 0) 
son conjugadas por ser direcciones principales, se tiene 
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s =r 0 y, por consiguiente, 

II = r dx 1 -r t dy *. 

De aquí que la curvatura normal en una dirección arbi¬ 
traria (dx: dy) sea 

r dx* +1 dy 1 

ix' + dyt ■ 

Tomando las direcciones (0 : dy) y (óx : 0), vemos quo r 
y l son las curvaturas principales. 

Sea ó el ángulo que forman una dirección arbitraria 
(dx : dy) y la dirección principal (dx : 0), sea fe„ la curva¬ 
tura normal en esta dirección y sean fe, y fe, las curvatu¬ 
ras principales correspondientes a las direcciones (dx : 0) 
y (0 : 6 y), respectivamente. Entonces de la expresión (•) 
para la curvatura normal se obtiene la fórmula de Euler 
para la curvatura normal en una dirección arbitraría: 

fe„ — fe, eos’ d 4- fe, sen 1 ■ó. 

De la fórmula de Euler se deduce que para obtener la 
curvatura normal en una dirección arbitraria basta cono¬ 
cer las curvaturas principales de la superficie. 

Hallemos la expresión para las curvaturas principales 
en el caso de cualquier representación paramétrica de la 
superficie. 

Sean fe, y fe, las curvaturas principales de la superficie; 
supongamos, para concretar, que fe, > fe,. En tal caso, 
como sabemos, fe, es el máximo y fe, es el mínimo del 
cociente de las formas cuadráticas 

II «* + 2A/|q + /Vq s 

~T = e|» + 2F6q + CT l 1 • 

Sean! y q los valores de las variables | y q para los 
cuales este cociente alcanza el máximo (sabemos ya que 
estos valores de £ y q existen). Entonces, para todos los 
valores de £ y q se tiene , 

II - A,/ < 0, 

con la particularidad de que para | | y q = q se al¬ 

canza la igualdad. De ello se deduce que para estos valo- 
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res es 

(//-fc,/)É“°. 

(//-V)i- O, 

o sea, 

zl+AfT)—*,(Ef+f^ = 0, 

MÍ+Nñ-ki{ft+ti¡í)~0. 

Eliminando f y t) de estas igualdades, obtenemos la 
ecuación para k¡ 

I L-k,E M-k,F I 
| M — k¡F N-kfi i“ U> 

Realizando razonamientos análogos para k it obtene¬ 
mos la misma ecuación. Es decir, las curvaturas principales 
kj y k¡ son raíces de la ecuación de segundo grado 
I L — kE M—kF\ 

\M-kF N-kG p °' 

o sea, 

k* (EG - F l ) -k (LG -2 MF + NE) -r (LN - Aí l )=0. 

Definamos ahora los conceptos de curvaturas media y 
gaussiana de una superficie. La semisuma de las curva¬ 
turas principales de la superficie 

tf = ¿-(*,+*,) 

se denomina curvatura media do la superficie. 

Las siguientes propiedades justifican el término de 
«curvatura media». 

Si k„ y k * son las curvaturas normales de la supor- 
,+ l 

ficie en dos direcciones recíprocamente perpendiculares, 
la semisuma de las mismas es igual a la curvatura media 
de la superficie. 

El valor medio de las curvaturas normales de la su¬ 
perficie en un punto dado de la superficie, o sea, el valor 

o 

os igual a la curvatura media do la superficie. 
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Ambas propiedades so obtiouen fácilmente de lu fórmu- 
I» do Euler. 

El producto de las curvaturas principales de la super¬ 
ficie 

K = k,k t 

so den omina curvatura gaussiana o curvatura total de la 
superficie. 

Hallemos las expresiones de las curvaturas media 
y gaussiana de la superficie en términos de los coeficien¬ 
tes de la primera y de la segunda formas cuadráticas. 

Por cuanto las curvaturas principales k x y k t de la 
superficie satisfacen la ecuación 

k* (EC -F 2 ) -k (LG - 2 MI' -MA ’E) + (LN 0, 

on virtud do la propiedad de las raíces de una ecuación 
de segundo grado tenemos 

«=-2 (*■ + «*)*= J - W^T‘ -’ 


K=k x k i 


LN — M 3 
EG—E' • 


En particular, al la superficie viene dada por la ecuación 
2 — z (x, y), se tiene 

„ 1 d4<i*)>--2 w *-H1-t-p’>r 

, 

(l+P>+íT 

fr rt—s ! 

(l + P I + 9 , ) a ’ 

donde p, q, r, s y t son las designaciones habituales de las 
derivadas do la función s (¿, y). 

Notemos que el signo de la curvatura gaussiana so 
determina por la expresión LN — AP. Por esto, la 
curvatura gaussiana es positiva en los puntos elípticos, es 
negativa en los puntos hiperbólicos y es igual a cero en los 
puntos parabólicos y en los puntos planos. 

Sea M un conjunto cualquiera de puntos do una super¬ 
ficie. Construyamos a partir de un punto arbitrario 0 
los vectores unitarios de las normales a la superficie en 
los puntos del conjunto M. Los extremos de estos vector 
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rea forman un conjunto M' sobre la esfera unitaria. Este 
conjunto se denomina Imagen esférica del conjunto M 
(fig. 38). 

Existe una relación importante entre el área do la 
superficie, el área de su imagen esférica y la curvatura 
gaussiana de la superficie. Esta relación se formula en 
el teorema siguiente. 

Teorema de Gauss. El cociente del área de la imagen 
esférica de una región sobre la superficie al área de esta 
región tiende al valor absoluto de la curvatura gaussiana 
en el punto dado O de la superficie cuando la región tiende 
a este punto. 

Demostraremos este teorema suponiendo que la cur¬ 
vatura gaussiana en el punto O es distinta de cero y que la 
región G , que tiende al punto O, está limitada por un 
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número finito de curvas suaves a trozos. Esto se debe a 
que la imagen esférica de la región G puede no ser una 
región si la curvatura gaussiana en el punto O es igual 
a cero. Por eso, para poder analizar el caso general, 
habría que definir el concepto de área para un conjunto 
cualquiera. 

Sea, pues, O un punto elíptico o hiperbólico de la 
superficie y sea G una región perteneciente a un entorno 
suficientemente pequeño de! punto O y limitada por un 
número finito de curvas suaves a trozos. 

Paranietricenios la superficie en el entorno del punto O 
de modo que las líneas coordenadas que pasan por el 
punto 0 tengan en este punto direcciones principales. 

La ecuación 

r =n(u, v), 

donde n (u, v) es el vector unitario de la normal a la su¬ 
perficie, representa la parametrización de la esfera unita¬ 
ria en un enotorno del punto O' correspondiente al pun¬ 
to O de la superficie. Efectivamente, en el punto 0‘ 
la condición »i u X n, 9 ¡=0 se cumple de un modo evidente 
ya que n u = —*,»•„ y », — — k t r,\ por continuidad, 
también so cumple en un entorno de este punto. La ima¬ 
gen esférica C' de la región G representa una región limi¬ 
tada por un número finito de curvas suaves a trozos si la 
región G pertenece a un entorno suficientemente pequeño 
del punto O. Su área es 

o(G')= j j |«„ X n„\dudv. 


Puesto que el área do la región G es 

o (G) = j j | ?•„ x r„ | du dv, 
G 

se., tiene 


O(C') |a.xii c UO) 




|r„xr„|(0) -''‘•fi¬ 
líenlos demostrado el teorema. 
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§ 5. Superficies regladas 

Una superficie <t> se denomina superficie reglada ele¬ 
mental si por todo punto P de esta superficie pasa uno 
recta que tiene común con la superficie un segmento con¬ 
teniendo el punto P, con la particularidad do que los 
extremos do esto segmento no pertenecen a la superficie. 

Ejemplo. Sean a (u) y b (u) dos funciones vectoriales 
que están definidas en un entorno del punto u — u 0 
y que satisfacen en este punto las condiciones b (u 0 ) 0 

y b (u<¡) x a' (u 0 ) 0. Entonces, para e suficientemente 

pequeño, la ecuación vectorial 

r = « (u) + v b (u), | u — u„ | <e y | v | < e, (*) 

define una superficie reglada elemental. 

Efectivamente, para e suficientemente pequeño se 
ticno r u X r v =£ 0, ya que para u •= «„ y v = 0 es r u X 
X r „ = «' (u 0 ) X b (u 0 )=£ 0. De aquí se deduce que sien¬ 
do e suficientemente pequoño, la ecuación (*) define efecti¬ 
vamente uno superficie. Esta superficie es una superficie 
reglada elemental; ello se deduce de que por un punto ar¬ 
bitrario («', u')de esta superficie pasa I» recta r ~ rt (u')- 1 - 
-|- ib ( u‘) tal que su segmento | t | < e pertenece a la 
superficie y sus extremos no le perlcnccoii. 

Una superficie <I> se denomina superficie reglada general 
si todo punto de la misma Lfene un entorno que es una 
superficio reglada elemental. 

Los sogmentos rectilíneos sobre la superficie reglada 
se denominan generatrices rectilíneas. 

Puesto que por todo punto de una superficie reglada 
pasa una generatriz rectilínea, resulta que on cada punto 
de una superficie reglada existo una dirección en la cual 
es igual a cero la curvatura normal de la superficie. De 
ello se deduce que sobre la superficie reglada no puede 
haber puntos elípticos. La curvatura gaussiana de la super¬ 
ficie reglada es negativa o igual a cero. 

Las generatrices rectilíneas son líneas asintóticas. 

Hallemos una representación paramétrica local de una 
superficie reglada arbitraria, o sea, su representación 
paramétrica en un entorno suficientemente pequeño do un 
punto arbitrario P. 


il* 
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Distinguiremos los casos siguientes: 

1. El punto P es hiperbólico. 

2. Todos los puntos de un entorno suficientemente 
pequeño del punto P son parabólicos. 

3. Todos los puntos de un entorno del punto P son 
puntos planos. 

En oí primer caso al menos una familia de líneas asin- 
lóticas en uu entorno del punto P está formada por rec¬ 
tas. 

Efectivamente, o bien todas las líneas asintóticas en 
el entorno del punto P son rectas o bien existen líneas 
asintóticas y tan próximas a P como se quiera que no son 
rectas. Pero entonces son rectas todas las líneas asintóticas 
que cortan y. 

Si v -= « (n) es la ocuación de la línea asintótica y 
y b (a) es ol vector unitario de la segunda dirección asintó¬ 
tica, entonces la superficie puede ser dada en un entorno 
del punto P mediante la ecuación 

r = « (u) + vb (u). 

Consideremos el segundo caso. En esto caso las genera¬ 
trices rectilíneas son líneas de curvatura. Por todo punto 
Q próximo n P pasa sólo nna generatriz rectilínea. Tra¬ 
cemos sobro 1a superficie, por el punto P, la curva y do 
ecuación r = a («) do modo que su dirección on el punto P 
no coincida con la dirección do la genoratriz. El vector 
unitario b ( u ) do la generatriz os uuu función regular de u. 
En un entorno del punto P la superficie puedo sor dada 
mediante la ecuación 

r = a (u) + vb (u). 

Consideremos ahora el tercer caso. Como todos los pun¬ 
tos próximos a P son puntos planos y como en un punto 
plano cualquier dirección es principal y la curvatura nor¬ 
mal en cualquier dirección es igual a coro, resulta por el 
teorema de Rodrigues que dn — 0 en el entorno del punto 
P. Por consiguiente, n = n a = const. Puesto que ndr <= 0 
se tiene » 0 (r — r 0 ) = 0. Es decir, en el tercer caso un 
entorno suficientemente pequeño del punto P es una región 
de un plano. Sean a 0 y í>„ dos vectores constantes indepen¬ 
dientes cualesquiera pertenecientes a este plano. Enton- 
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ces la superficie puede ser dada en el entorno del punto P 
mediante la ecuación 

r = a 0 u 4- b 0 v. 

Es decir, en todos los casos considerados la superficie 
reglada en un entorno suficientemente pequeño de todo punto 
admite una pnrametrizaclón de tipo 

r = a ( u) + vb (u). 

Estudiemos ahora una clase importante de superficies 
regladas, las superficies desarrollabas. 

Una superficie (I) se denomina superficie desarrollable 
si es localmente isométrica al plano, o sea, si para todo 
punto de esta superficie existe un entorno isométrico 
a una región del plano. 

Resulta que para que la superficie seaPdesarrollable es 
necesario y suficiente que su curvatura gnus.ció na sea siempre 
igual a cero (capítulo VIII ?2 y capitulo IX § 61. Es decir, 
las superficies desarrollablcs se pueden definir como las 
superficies de curvatura gaussíann nula. 

Toda superficie que sea la envolvente de una familia 
monoparamétrica de planos es una superficie desarrollable. 
Efectivamente, en virtud del teorema de Rodrigues, la di¬ 
rección a lo largo de la generatriz rectilínea os dirección 
principal. Pero como la curvatura normnl en esta direc¬ 
ción es igual a cero, también es igual a cero la curvatura 
gaussiana. 

Estudiemos la estructura de la superficie desarrollable 
en un entorno de un punto arbitrario P. Distinguiremos 
dos casos: 

1. En el entorno del punto P la curvatura media FT = 0 

2. En el entorno del punto P la curvatura media 
II ^ 0. 

En el primer caso son iguales a cero las curvaturas 
princiales de la superficie en todo punto próximo al punto 
P. Por consiguiente, todo punto próximo a P es un 
punto plano. Pero entonces, según hemos demostrado ante¬ 
riormente, el punto P tiene un entorno que es una región 
ie un plano. 

Consideremos el segundo caso. Tomemos sobro la su¬ 
perficie la red de coordenadas formada por lineas de 
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curvatura. Supongamos que las lincas u (o sea, v = const) 
son aquellas líneas de curvatura a lo largo do las cuales 
es igual a cero la curvatura normal do la superficie. 

Segfin el teorema de Rodrigues, se tiene ?».„ = 0 ya que 
la curvatura normal en la dirección de la línea ti es igual 
a cero. Do ello so deduce que las normales a la superficie 
a lo largo de la línea u son paralelas. 

Demostremos que las líneas u son rectas. Tenemos 
r„n — 0. De aquí obtenemos que (r — r„) » = 0 a lo largo 
do la línea ti. Es decir, la línea u es piaña. Además, el 
vector 0 tiene la dirocción do la normal a la línea 
u. Pero como (»,)„ = («„)» = 0, las normales a la línea u 
son paralelas. Esto pnode ocurrir sólo si la línea ti es una 
recta. 

Es decir, en ambos casos la superficie desarrollable es 
reglada y el plana tangente no varía a lo largo de las generatri¬ 
ces rectilíneas. De este modo, en el segundo do los casos 
considerados el plano tangente depende sólo de un 
parámetero (v) y. por consiguionto, la superficie desarro¬ 
llable es la envolvente de una familia munoparamélrica de 
planos. 


§ 6. Superficies de revolución 

Una suporfieio F se denomina superficie de revolución 
si se obtiene al girar una curva alrededor de un eje. Las 
líneas de intersección de la superficie con los planos que 
pasan por el eje do revolución se denominan meridianos 
y las líneas do intersección con los planos perpendiculares 
al eje de revolución se denominan paralelos (fig. 39). 

Obtengamos la ecuación do la superficie de revolución 
que resulta a) girar alrededor del ojo z la curva y 

* = <P (u), z = y (ti) 

perteneciente al plano xz. Por efecto del giro de ángulo v. 
el punto (<p (m), 0, ip («)) de la curva y se transforma en el 
punto 

(qp (tt) eos v. tp (u) sen v. ip (a)). 

De aquí que la ecuación de la superficie do revolución sea 
X — <p (m) eos v, y = tp (u) sen v, z = <|t (tí). 
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Las líneas v = consl son los meridiano* do la superficie 
y las líneas u = eonst son los paralelos. 

La primera forma cuadrática de la superficie es 
/ = (qi'* -j- if.' 2 ) du z 4 . <p 2 dii 1 . 

Como vemos, los meridianos y los paralelos de la super¬ 
ficie de revolución forman una red ortogonal (/•' — 0). Des¬ 
de Juego, este resultado es geométricamente evidente. 

La segunda forma cuadrática do la superficie es 

II = du* + dv*. 

Como vemos, los paralelos y los meridianos forman una 
red conjugada (M = 0). Puesto que la rod es, además, 
ortogonal, los paralelos y los meridianos son líneas de curva¬ 
tura. Geométricamente esto también queda claro pues los 
planos que pasan por el eje y los planos perpendiculares 
al eje cortan la superficie de revolución formando ángulos 
constantes y, según el corolario del teorema del § 3 del 
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capitulo Vil, las líneas de intersección (o sea, los meridia¬ 
nos 7 los paralelos) deben ser líneas de curvatura. 

Es importante señalar que los coeficientes de la primera 
y de la segunda formas cuadráticas dependen sólo de u. 

Hallemos las curvaturas principales de la superficie 
de revolución. Sean fe, la curvatura del meridiano, sea fe» 
la curvatura del paralelo y d el ángulo que forma la tan¬ 
gente al meridiano con el eje de la superficie. Puesto que 
el plano del meridiano corta la superficie en ángulo recto, 
la curvatura normal de la superficie en la dirección del meri¬ 
diano es igual a la curvatura del meridiano , o sea, es igual 
a fe,. Para la curvatura de la superiíicie en la dirección 
del paralelo obtenemos, por el teorema de Meusnicr, el 
valor fe a eos d. La magnitud fe. eos Q tiene uh sentido geo¬ 
métrico sencillo; a saber, si designamos por d la longitud 
del segmento de la normal a la superficie comprendido entre 
el punto de la superficie y el efe (fig. 39), se tiene 

fe, eos d -j. 

Para terminar esto parágrafo veamos un ejemplo de una 
superficie de revolución de curvatura gaussiana negativa 
constante. 

Supongamos que ol eje de revolución es el eje z. La 
ecuación del meridiano de la superficie en ol plano xz es 

x = x (z). 

La curvatura normal de la superficie en la dirección del 
meridiano es 

k, - í— a . 

La curvatura normal de la superficie en la dirección del 
paralelo es 

Pe aquí que la curvatura gaussiana de la superficie sea 

K 
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Multiplicando esta ecuación por xx ', obtenemos 

Integrando, encontramos 


W +«-T¿T. 

donde c es una constante arbitraria. Para poder integrar 
en funciones elementales, pongamos c = 1. Entonces, 


Pongamos x' 


Kx 2 = 


—*’* 
1 +*'* ‘ 


tg fl. Tenemos 


Kx i = — sen 2 ó 


Luego, 


y 


x 



sen •&. 


de donde 


*=- ¡ 7ér( coai>hlnte T)+c- 

La constante c no tiene importancia y corresponde a un 
desplazamiento del meridiano paralelamente al eje. 

La ecuación del meridiano es 


1 

V -K 


sen 0, := -^Lg - (eos ft-f ln tg . 


Esto curva so denomina tractriz. Su propiedad distintiva 
consiste en que tiene longitud constante el segmento de 
la tangente comprendido entre el punto de tangencia y el 
eje z. De modo que la superficie que hemos encontrado se 
obtiene girando la tractriz. Esta superficie se denomina 
seudoesfera. 
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Fig. 40 


Sus ecuaciones son 

1 


V—K 
1 


• sen O eos tp, 


y —- sen sen <p, 

*=-7=r (cos* + lntg-i). 

La fig. 40 ofrece una idea de la forma de la seudoesfera. 


EJERCICIOS PARA Kl. CAPITULO Vil 

4. Calcular la segundo forma cuadrática para la superficie 
helicoidal 


X = u eos v, y = u sen v, i = v. 


EJERCICIOS 


m 


— 2du dv 

Respuesta. y==- 

2. Hallar la curvatura normal del paraboloide z = 


y (<•** + 


4 - bij-) en ol punto (0, 0) on la dirección (di : dy). 

„ . . adx 2 + bdy 2 , 

Rupunta. k = dxi + dyZ • 

3, Mostrar que cualquiera que sea la pararoetriiaeión del 
plano la segunda forma cuadrática es idénticamente igual a coro 
y que cualquiera que sea la parametrilación de la esfora la segunda 
[urina cuadrática es proporcional a la primera. 

4. Hallar las líneas asintóticas do la superficio 



Pespunta- x = c,y. — -p- — *»• 

5. Determinar las lineas asintóticas del catenoide 

x = ch u eos o, y = ch u sen i>, * = u. 

Respuesta, u + u =» const y u — o — const. 

6. Mostrar que sohro el helicoido una familia do líneas asintó- 
ticas está formada por rectas y la otra, por hélices. 

7. Sobre la superficie 

«i* + by> + «* = 1 

hallar la familia de líneas conjugada de la familia y — const. 

Respuesta. 1 — bu* = Xr*. donde X es una constante arbitraria. 

8. Mostrar que las curvas de traslación (u — const y t>— 
= const) forman una red conjugada sobre la suporficie de trasla- 
ció» 

r = 17 (u) -f V (v). 

9. Determinar las curvaturas principales del paraboloide 

i = a (i* + y*) en el punto (0, 0, 0). 

Respuesta. 2a y 2a. 

10. Determinar las líneas de curvatura sobre el helicoido 

x = n eos v, y = u sen i>, » = «>. 

Respuesta. 

ln(u+ V « í +c 2 ) — e= const, 
lo (u-f- y u 2 c’ ¿ ) - 1 - v — const. 

11. Hallar las líneas do curvatura del paraboloide 


z — azy. 

Respuesta. _ __ 

ln (ay + Y \ + oV) ± ln («* + Y i + »V) = «ns». 
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12. Hallar las curvaturas media y gaussfana del paraboloide 
t = azy en el punto x = y = 0. 

Respuetta. K — —a*. H = 0. 

13. Mostrar quo la curvatura media del helicoide es igual a 

cero. 

14. Mostrar que la curvatura media del catenoide 

i/ - ¡x+vi 

.svaArch ■ ■ 

a 

es igual a cero. 

15. Mostrar que la red asintótica es ortogonal si la curvatura 
media de la superficie es igual a cero. 


PROBLEMAS Y TEOREMAS PARA RI. CAPITULO VII 

1. Sean r—r(u, v) una superficie arbitraria, (iij. cj,l una suce¬ 
sión de puntos convergente al punto (u t , i> 0 ) y (a-b) una dirección 
en el punto (m«, o,l en la que es distinta de cero la curvatura nor¬ 
mal de la suportfeio. 

Mostrar que si 

u> — lq> l a 
¡>b — i>0 b 

cuando k -x re, la dirección de la recta de intersección de los pla¬ 
nos tangentes a la superficie en los puntos (u 0 , i>, 1 y (u*, ui.l con¬ 
verge a la dirección conjugada do (a:b). 

2. Demostrar que por ofocto do una aplicación proyectiva 
(afin, en particular) de una superficie todo red conjugada se trans¬ 
formo en una red conjugada y toda red asintótica se transforma en 
una red asintótica. 

3. Demostrar que forman uno red conjugada los secciones do 
la superficie correspondientes a un haz de planos que pasan por una 
meto arbitraria g y los liness de tangencia de esta superficie con 
los conos circunscritos a ella que tienen sus vírticos en la recta g 
(teorema de Koenlgé). 

4. Demostrar que las curvas do traslación sobre la superficie 
de traslación 

r = U (u) + V (v) 

(o sea, las curvas u = const y v = cnnstl forman una red conjugada. 

5. Domostrar quo sobre las superficies de Petersón 

Ü(u)+ V (o) 
r ~ U(u)+V (o) • 

donde ü y V son unas funciones vectoriales y O y V son unas fun¬ 
dónos escalares de los argumentos indicados, las familias u = 
= const yo— const forman una red conjugada. 

6. Demostrar que la superficie es una esfera o una región de 
qna esfera si todo punto da la misma es umbilico. 
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7. Hallar los punios umbílicos del elipsoide 


¿i+üi+iL-, 

0 a + *2 + c í - 


8. Demostrar qup si las lineas asiotóticas de diferentes fami¬ 
lias tienen en al punto común curvaturas distintas dé cero, entonces 
sus torsiones son iguales en valor absoluto pero tienen signos opues¬ 
tos. 

El valor absoluto de la torsión es igual al valor absoluto de 1a 
curvatura gnussiana de la superficie en el punto dado (teorema de 
Beltramt y Enneper). 

0. Sea r (u, u, w) una función vectorial de los argumentos u, o 
y w. Demostrar que siendo 


es 


Vj = r 9 r w = r u r u — 0 
»‘uo r-u. — r vw r u =• r„u»"o = 0 . 


10. Sean dadas tres lamillas de superiieios 

9 (*. y. *) « «">3». V <*. y. *) = 001181 y % (*. y. «) 

con la particularidad de quo el Jacobiano 


O (9. »■ ti 
D(x, y, i) 




con si, 


Se dice que estas familias forman un sistema trlortogonal do super¬ 
ficies si cualesquiera dos superficies de diferentes familias se cor¬ 
tan formando ángulo recto. 

Demostrar quo lus superficies de distintas familias do un siste¬ 
ma trlortogonal se cortan a lo largo de lineas de curvatura. 

lt. Hallar las líneas de curvatura sobró la superficie de se¬ 
gundo orden 

cor 2 + py 1 + Y= 2 — 1 

inclyuéndola on un sistema triortogonal de superficies confocales de 
segundo orden. 

12. Una superficie ® se denomina paralela a la superficie F 
si es el lugar geométrico do los extremos de los segmentos do longi¬ 
tud constante Uovados sobre las normales a la superficie^ 1 . Consi¬ 
deremos como puntos correspondientes de las superficies F y <b 
los oxtremos do los segmentos quo se mencionan en la definición. 

Demostrar que: 

1) los planos tangentes en los.puntos correspondientes de las 
superficies F y d> son paralelos; 

2) la propiedad de paralelismo es recíproca (o sea, si <P Os para¬ 
lela a F, también F es paralela a «t>); 

3) las lineas do curvatura de la superficie t corresponden a 
las líneas de curvatura de la superficie di. 

13. Si el punto P de la superficie F no es punto umbilico ni 
punto plano, onlouces an un entorno del punto P los superficies 
paralelas a F y las superficies desarrollabies formadas por las ñor- 
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males a la superficie F a lo largo de las líneas de curvatura (orinan 
un sistema triortogonal do superficies. Demostrar esta afirmación. 

14. Demostrar quo por efecto de la inversión las líneas de 
curvatura de la superficie dada corresponden a las lineas de cur¬ 
vatura de lu superficie transformada. 

15. Demostrar que por efecto de una aplicación conformo del 
espacio sobre sí mismo fa esfera so transforma en una esfera o en 
ol plano. Basándose en ello, demostrar a su ver que toda aplicación 
conforme es el resultado de transformaciones do semejanza, de mo¬ 
vimiento, do rufloxión especular y de inversión. 

16. Expresar las curvaturas media y gaussiana do la superii- 
cio paralela eu términos de las curvaturas media y gaussiana de la 
superficie dada y de la distancia entre las superficies. 

17. Supongamos que la superficio F 

r=r(u. v) 

es deformada de modo que en el momento t se transforma en la sir 
porfíele Fj 

r = / (u, v) -j- t X (u, v) ». 

Demostrar que paro valores pequeños de t la variación del área de 
la superficio, determinada por la deformación, con precisión de 
hasta términos de orden I es igual a 

21 j \Hdo, 

F 

donde // es la curvatura media de la superficio F y da es el ele¬ 
mento del área de esta superficie. 

18. Una superficio F se denomina orea mínima si para todo 
punto P do la misma existe un ontorno «a limitado por una curva 
simple y tal que cualquier otra superficio limitada por y tenga un 
área no monor que el ontorno o de la suporficie F Demostrar que 
la curvatura media de toda superficie de área minima es igual a 
coro. 

19. Demostrar que la aplicación esférica do una superficie do 
área mínima es conforme en un entorno de todo punto que no sea 
un punto plano. 

20. Demostrar que, sobre una superficie de área mínima, el 
¿rea de una región G limitada por una curva y es igual a 

j dr ' n) 

v 

(fórmula de Schwan). 

21. Domostrar que toda superficie de área mínima que soa 
reglada es un plano o un helicoide. 

22. Demostrar que toda superficie de área mínima que sea 
una superficie de revolución es un plano o un catenoide. 

23. Hallar en cuadraturas todas las superficies de revolución 
que tengan curvatura gaussiana constante. 
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CAPITULO VIH 

ECUACIONES FUNDAMENTALES 
DE LA TEORIA DE SUPERFICIES 

En los dos capítulos anteriores hemos tocado varios 
problemas <lc la teoría de superficies para .cuya solución 
se requiere sólo conocer la primera y la segunda formas 
cuadráticas de la superficie. 

Es natural preguntarse: ¿hasta qué grado la primera 
y la segunda formas cuadráticas determinan la superficie 
y qué condiciones deben cumplir las formas cuadráticas 

Edu 1 -j- 2 F dudv 4- Gdv* y Ldu * + 2 Mdudv -f- Ndv* 
a fin de que exisla una superficie para la cual estas for¬ 
mas cuadráticas sean su primera y segunda, respectiva¬ 
mente, formas cuadráticas? 

Responderemos a esta pregunta con el teorema de Bon- 
not en el último parágrafo de este capitulo. 

§ 1. Fórmulas de derivación 

Las fórmulas do derivación pura las superficies repre¬ 
sentan un análogo de las fórmulas de Frenet para las cur¬ 
vas. Expresan las derivadas de los vectores r„ y n en 
términos de estos vectores y los coeficientes de la primera 
y de la segunda formas cuadráticas de la superficie. Obten¬ 
gamos estas fórmulas. 

Puesto que los vetores r„, r„ y u no se encuentran en 
un mismo plano, lodo vector puede ser representado como 
una combinncióu lineal de los vectores r u , r, y n. En 
particular, 

r uu — r;,»- u -i- r\,r, +a,„», 

r u „ = r'„r u T‘,r, + ).„«, 

^vo — r i „r u -|- T%r, -f X, 2 ?i , 

« u = «n»*u -I- «j*r» + a f0 «, 
n 0 = « 2 ,r u -f a„ -r B + a 10 n- 

Mostremos que los coeficientes F«, X,¡ y a ¡¡ se expre¬ 
san efectivamente en términos de los coeficientes de la 
primera y de la segunda formas cuadráticas de la superfi¬ 
cie. 
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Observemos, ante todo, que los coeficientes a 10 y a 20 
son iguales a cero. Para ello bastará multiplicar escalar¬ 
mente por n las dos últimas igualdades. Tendremos 


n u n=a, a y «„» = a 20 . 

Pero 

»„«.=» (»*)„ = 0 y n B n = -j- ( n 2 )„ — 0. 

Para hallar las expresiones de a n y a ta , multiplique¬ 
mos la igualdad 

n u — a „r u + a it r, 

escalarmente por r u y por r„. Tendremos 
— L—a lt E + aaF, 


de donde 

«ii 


— M = a„F + a lt G, 


— LG-rMF 
EG — P* 


LE—ME 

y «11= EG—F* • 


De un modo análogo se obtienen a., y a aa : 


NF-MG 
«íi- eg—F* 


y 


«« 


-NE+MF 
EG-F* ■ 


Para hallar los coeficientes ?. u . >-i a y X. aa . multiplique¬ 
mos por n las tres primeras fórmulas. Obtendremos 
X| a A/ y 

Para hallar los coeficientes l J y, multipliquemos las 
tres primeras igualdades porr u y porr„. Obtendremos asi 
seis relaciones para los coeficientes 1%: 


ri 1 £'+r,VF=4" É '-' 

V u F + T*fi=F u -^-E„ 

r! a £-+r*^=4-£ e , 

riJ ? +n,<?=4- G «. 

Y' a G+iyr = F,-\G u , 

r IS+TlG^-^-G,. 
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§ 2 ] 


De estas seis ecuaciones pueden determinarse los seis 
coeficientes T?j. No daremos las fórmulas para los coeficien¬ 
tes rífj señalemos sólo que, a diferencia de los demás 
coeficientes, éstos se expresan exclusivamente en términos de 
los coeficientes de la primera forma cuadrática y de sus 
derivadas. 

Es decir, hemos demostrado que ias derivadas de los 
vectores r„, r a yn se expresan efectivamente a través de 
los vectores r u . r,. y n con coeficientes que dependen sólo 
de los coeficientes de la primera y de la segunda formas 
cuadráticas de la superficie. 

Para terminar, hallemos los coeficientes l"y en el caso 
en que la primera forma cuadrática de la superficie es 


I = du* + Gdv 1 . 

Tomando E = 1 y F — 0 en las ecuaciones para Tjj. 
obtenemos 



rí,= 

ri.-o. 

r?,= 

r i,~-T c » 

r*„ = 


1 C u 


§ 2. Fórmulas de Gauss-Petersón-Codazzi 

La primera y la segunda formas cuadráticas de la su¬ 
perficie no son independientes. La relación entre los coefi¬ 
cientes de estas formas puede ser obtenida del modo 
sigu ion te. 

Tenemos las igualdades evidentes 

{r uu ),~ (r ull )u = 0, (r„) B — (*•„„), = (> 

y (»id. — (».)« = 0. 

Si en estas igualdades sustituimos las expresiones que 
figuran entro paréntesis por las fórmulas de derivación, 
y, después de derivarlas, de nuevo realizamos esta susti- 


12-0208 
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tución, obtendremos tres igualdades vectoriales de tipo 
A,r u + S.r„ + C.n = 0, 

A,»' u + r, + f»n = 0, 

A,r u + ^3 , *« + ^í* 1 “ 

donde Ai, A„ . . ., C, sou expresiones que, de modo bien 
determinado, se obtienen de ios coeficientes de ia primera 
y de ia segunda formas cuadráticas de la superficie y de 
sus derivadas. De ostas tros relaciones vectoriales se dedu¬ 
cen nuovo relaciones escalares: 

A, = 0, U t = 0, C, = 0, 

A, — 0, U x = 0, C t = Ü, 

A, = U, O, = ü, 6 S = 0. 

Hallemos, por ejemplo, la relación = 0. repre¬ 

senta el coeficienlo de r 0 en la expresión u =■ (r uu )»— 
-(i’uo)u después de sustituir las derivadas do los vectores 
n , r u y r. de acuerdo con las fórmulas do derivación. 
Touemos 


u = (i'!,r u f P u r, +Ln)„- (l«r« + + MM )« * 

— {(1 ule »“» + 1 ¡l r uo + * ?»**•» -\~BUo) 

- tU'ÍJu r, -T1 ¡,r«u +1 f.r«, + M «•») + {n. «0> 

donde {»•„, n}contiene sólo los vectores r u y Sustituyen¬ 
do los vectores r uu , r tte , r„, u u y «„ de acuerdo con las 
fórmulas de derivación, obteuemos 

(a = I (1?,). +1 ¡,1 ?i+1 iil L~ (1 uiu * a ^ ii^n 
Do este modo, la relación B¡ = 0 tiene la forma 

-g=g —t «no.+n,r»+... - pjy. 

De esta relación se obtienen importantes corolarios: 



FORMULAS DE GAUSS — PETERSON - CODAZZI 




S2] 


1. La. curvatura gaussiana de la superficie se expresa 
sólo en términos de los coeficientes de la primera forma cua¬ 
drática y de sus derivadas (teorema de Gauss). 

2. Puesto que las superficies isométricas, adecuada¬ 
mente parametrizadas, tienen iguales las primeras formas 
cuadráticas, resulta que en los puntos correspondientes de 
las superficies isométricas son iguales las curvaturas gaussia- 
nas. 

3. Puesto que las superficies desarro) la bles son local- 
mente isométricas al plano, la curvatura gaussiana de las 
superficies desarrollables es igual a cero. 

Resulta que entre las nueve relaciones A, = 0. 

C 3 = 0 hay sólo tres distintas. Una de ellas, la que 
hemos encontrado, fue obtenida por Gauss. Las otras dos 
fueron obtenidas primero por Petersón y más tarde por 
Mainardi y Codazzi. 

Estas tres rotaciones se pueden escribir en la forma 
siguiente: 


LN—M* \ 

EG-r- - 4 (EG—J*)* 


E E u E, 
F F u F. 
G G u G , 


_ 1 II fu t I y.-Gu \ 1 

2 YeC—FÍ \\ yBG—F* /» \ V&G-V* /u/ 

{fórmula de Gauss); 

(EG - 2 FF + GE)(L 0 - Af u ) - 

E E u L 

- (EN - 2 FM + GL) (E, -F u ) + P F u M f = 0, 


(EG - 2 FF+GE) (M, - N u ) - 

— (EN — 2 FM + GL)(P„ - G„) + 


P F u M 
G G a N 

E E„ L 
F F, M 
G N 


(fórmulas de Petersón — Codazzi). 


12 ” 
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§ 3. Existencia y unicidad de la superficie 
con la primera y la segunda formas cuadráticas dadas 

Tiene lugar el teorema signienle. 

Teorema de Bonnel. Sean 

/■du‘ + 2 Fdudv -f Oda*, 

Ldu* + 2 Mdudv -\ Alda* 

dos formas cuadráticas cualesquiera siendo definida posi¬ 
tiva la primera. Supongamos que los coeficientes de estas 
formas satisfacen las condiciones de Gauss- 1‘etersón-Codazzi. 
Entonces, existe y es única, salvo su posición en el espacio, 
la superficie para la cual estas formas son su primera y segun¬ 
da, respectivamente, formas cuadráticas. 

Demostración. Consideremos el siguiente sistema de 
ecuaciones diferenciales respecto a las funciones vectoria¬ 
les 4, ii y £: 

6u=rj,|+n,i|+¿c, 

«.-ryfe+rj.n+Jwc. 

n.-ra+rt.n+w6. 

£ u * «iifc + «ciiV 

ío — 


donde !<>s coeficientes l« y a,, se expresan de un modo 
determinado a través de los coeficientes de las formas 
cuadráticas dadas. 

Como se sabe de la teoría de ecuaciones diferenciales, 
este sistema tiene solución única para los valores inicia¬ 
les dados (los valores de i) y £ en un punto (u 0 , v 0 )) si 
so cumplen las condiciones de intograbilidad, o sea, si 
las igualdades 

(í'JA + r?,ti+ W,- (r,‘¿+rj.n +m ». = o. 
(r»+il^+^Ob - ir»+rí,n+fV£)„=o, 

(®u6+®i*»l).—(«*A+“12*11» = 0 
se cumplen idénticamente en virtud de las ecuaciones del 
sistema. De este modo, las condiciones de integrabilidad 
se reducen a las condicones de Gauss-Petersón—Codazzi. 
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Como las condiciones de Gnuss—Petorsón—Codazzi. 
se cumplen para las formas cuadráticas dadas, resulta que 
para el sistema considerado do ecuaciones diferenciales 
se cumplen las condiciones do integrabilidnd. 

Sean §„, q„, y g 0 (res voctores quo satisfncon las con¬ 
diciones 

11= P- (u 0 , y»), Í,-To = P (u 0 , v„). ni («o, v„), 

* lo6a -0. noto=°. e-1. 

Sean i| y £ la solución de nuestro sistema que satis¬ 
face las condiciones iniciales | (u 0 . i>„) = q (u„, v„) — 
= Un Y l («o- «O = 5»- 

Puesto que = q„, existe una función vectorial 
r («, v) para la cual r„ = | y r„ — q. Mostremos que en 
un entorno del punto (u„. v„) la superficie definida por la 
ecuación vectorial r = v (u, v) tiene como primera forma 
cuadrática 

Edu* -I 2Pdudv J- Gdv- 
y como segunda forma cuadrática 
IAu- + 2 Mdudv + 

Expresemos las derivadas do las seis magnitudes | a , 
q 2 , S s -Vi.1)5 y 6* respecto a u .y v mediante estas mismas 
magnitudes empleando las ecuaciones de nuestro sistema. 
Obtendremos así doce igualdades 


(V).-fl,(P. n 2 - • 




(l l )r = ^a(l*. I 2 - - 

1 

* 

(*) 

(65 )r-n,..(l\ rf. 

J 



donde /?,. H .//,. son unas expresiones 

lineales 

y homogéneas respecto a v, q 2 . . . 

..61. 




Podemos considerar las doce igualdades (*) como un 

sistema de ecuaciones diferenciales para | 2 , q 2 .£|. 

Este sistema se satisface si en lugar de % 2 . q 2 .R, so 

toma E,G, . . 0. respectivamente, como puedo compro¬ 

barse directamente. Ambas soluciones tienen los mismos 
valores iniciales (los valoros en el punto (u„. v 0 )). En vir¬ 
tud de la unicidad do la solución, de ello se deduce que 
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V = E, V = G, %i\ = F , K = 0. Ir, = 0, t} ~ 1. 

Puesto que r„ = Ü y r, = «i. se tiene 

r* u = |*=£. r u r.=*t, = F y r* r = if=G. 

Es decir, la superficie que hemos construido tiene co¬ 
mo primera forma cuadrática 

Edu 1 + IFdiidv + Gdv *. 

Adómas, puesto que = »l£ = 0 y = 1, resulta 
que £ es el vector unitario de la normal a la superficie 
construida y. por consiguiente, los coeficientes de la se¬ 
gunda forma cuadrática de la superficie r = r(u , o) son 
iguales a 

Teniendo en cuenta las expresiones de las derivadas 

5* y il" en términos de |, rj y £, así como las relaciones 
££ = 0. i]S = 0 y £* = 1, encontramos 

5.5- A/yn-S = Ar. 

Es decir, la superficie construida tiene 

Ldu 1 + 2Mdudv + A ’dv» 

como segunda forma cuadrática. 

Hemos demostrado que existe una superficie con la 
primera y la segunda formas cuadráticas dadas. 

Desmostremos ahora que esta superficie es única salvo 
su posición en el espacio. 

Sean <T> t y d>. dos superficies cuyas primera y segunda 
formas cuadráticas coinciden. Sobrepongamos las super¬ 
ficies d»! y <X> 5 do modo que coincidan dos puntos respecti¬ 
vos de las mismas (o sea, los puntos correspondientes a va¬ 
lores iguales de los parámetros, digamos, (u„, i> 0 )) y las 
respectivas direcciones y normales en estos puntos. Tal 
superposición es factible debido a la coincidencia de las 
primeras formas cuadráticas. Sean r = r¡ (u, v) y r = 
== (u, u) las ecuaciones de las superficies realizada esta 

superposición. 
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El sistema de ecuaciones diferenciales para t| y f 
se cumple obviamente si tomamos 



*1 

=fir. y 5=«i 

1 = 

*1 

”*•*» y S=« B . 


Pero como ambas soluciones coinciden en el punto (u 0 , v 0 ), 
han de coincidir idénticamente. O sea, 

r, u (w. v) = r ia fu, r) y r„ (u, v) = r !0 fü, v) 
o 

dr t fu, v) = dr. ( ii, v) 

de donde 

r, (u, v) = r, (u, v) 4- r. 

Puesto que r, = r, para y v = v 0 , resulta que 

c = 0 y, por consiguiente, r, fu, v) *= r, (u. u). 

Es decir, las superficies O, y <T> 2 son iguales a menos 
de un movimiento y una reflexión especular. 

Hemos demostrado completamente el teorema. 

PROBLEMAS V TEOREMAS PARA El CAPITUI O VIH 

t. Demostrar que si el elemento lineal de la superficie es 
d«* X ido* + di*t, 

entonces la curvatura gnussiana de la superficie es 
K * —4 In >., 

donde A os el operador de tapisco: 



2. Probar que la superficie de elemento lineal 

_ du 2 -t- de 2 

(ul + al + rP • 

tiene curvatura gaussiana constante. 

3. Demostrar que ai el elemento lineal de la superficie es de la 
forma 

di* =* da* 4- 2 coa a> du dv de 2 , 
entonces la curvatura gaussiana de la su|>erficle es 
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4. Demostrar que toda red de Cliébyshcv en el plano se deter¬ 
mina por la ecuación vectorial 

r = <p (u) + ip (o). 

La red queda formada por las curvas u = const y o = r.onsl. 

5. Hallar los símbolos de Christoífel r}¡ para el caso en quo 
el elemento lineal do la superficie es de la forma 

da» = Jl <áu* + do’). 

0. Probar que siendo aslntótira la red de coordenadas sobre la 
superficie, tienen lugar las igualdades: 

i- (EG- P*) (In | K | )„ — FE , -¡- PC U = 0. 
y {F.C-P) (In | IT| )„- FG„ + CF.„ = 0, 

donde K es la curvatura gaussiana de la superficie. 

7. Demostrar que las líneas asintóticas sobre una superficie 
de curvatura gaussiana negativa constante forman una red de Chó- 
liyshev. Y que, recíprocamente, si la rod uslntótica sobro la super¬ 
ficie es una rod de Chébysliev. entonces la curvatura gaussiana do 
la superficie os constante. 

8. Mostrar (pie si la red do coordenadas sobre la superficie 
está formado por lineas de curvatura, entonces las fórmulas de 
Pctersón—Cnduzil toman la forma 

- HP-r, 

K u - II G„, 

ilcuide//os la curvatura media de la superficie. 

Ü. Demostrar que tomando sobre una superficie de Urea mínima 
como líneas coordenadas las lincas de curvatura y escogiendo ade¬ 
cuadamente los paróme líos « y o. la primera y la segunda formas 
oiiadrólicas quedan asi: 

l ~ >. (du’ 4- di 1 ), 

II =* do* — do 2 . 

10. Supongamos que sobre una superficie de área mínima se 
han escogido las coordenadas u y o, igual quo on el problema 0. 
Demostrar sucesivamente las proposiciones siguientes: 

1) si r (a, i>) es el vector del punto do la superficie, entonces 

ir = 0, 

dondo A es ol operador do Lapiace; es decir, las coordenadas * (u, o), 
ij (u, o) y i ( u , e) del vector r (u, o) son funciones armónicas; 

2) si /, (u>). ¡2 (w) y f, (w) (dondo w = u + in) son funciones 
analíticas de parto real x (u, o), y (u. ol y s *u, o), respectivamente, 
entonces 
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11. Siendo f¡ (ui), /, (w) y la (ie) tres funciones analíticas 
cu<»lesquiora ci*í 1¿i variable u» — u-f- iv que cumplon la condición 

/;*+/;’+/ i*-o 

y siendo <p, (ri, n), <f 2 («, o) y ip 3 (a. a) las parles reales de estas 
funciones, demostrar que es de área mínima la superficie deter¬ 
minada por las ecuaciones 

* = <Pl («, f). !) = (f t (“. «), Z = <f 3 

12. DemOsirar que cualquier superficie de área mínima puedo 
sor definida mediante las ecuaciones 


X - Ro J 

| (<f a (ir) + f 2 («')) din. 

U Hol ' 

f (<f* <«’) — («>)) dio. 

s = Re 1 

I 2/qi (m) i| (wl dw. 


donde <p y son funciones analíticas de ir =- n Iv y Be significa 
la parte real. 


CAPITULO IX 

GEOMETRIA INTERIOR DE SUPERFICIES 

Por geometría interior de ln superficie so comprende 
el capitulo de ln geometría que se ocupa de aquellos pro¬ 
piedades de superficies y figuras sobre las mismas que de¬ 
penden solamente de las longitudes de las curvas sobre 
la superficie. 

Tratándose de superficies regulares, podemos decir que 
la geometría interior do éstas estudia las propiedades de 
superficies y figuras sobre las mismas determinadas por la 
primera forma cuadrática. 

Los objetos que estudia la geometría interior son las 
longitudes do curvas sobre la superficie, los ángulos en¬ 
tre curvas, los áreas de regiones, la curvatura gaussíaria 
de la superficie, etc. 

En esto capitulo estudiaremos nuevos conceptos relacio¬ 
nados exclusivamente con la primera forma cuadrática de 
la suporficio y. por onde, pertenecientes a la geometría 
interior de la superficie. 
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§ 1. Curvatura geodésica de una curva 
sobre una superficie 

Soan (f> una superficie regular y y una curva sobro la 
misma. Tracemos por un punto arbitrario P de la curva y 
el plano tangente a a la superficie y proyectemos sobre 
este plano un pequeño entorno del punto P de la curva y. 
Obtendremos así una curva y en el plano a. Su curvatura 
en el punto P se denomina curvatura geodésica de la cur¬ 
va y en el punto P. I.a curvatura geodésica en el punto P 
se considera positiva o negativa según que la tangente a la 
curva y, al pasar por el punto P, giro alrededor de la nor¬ 
mal a la superficie formando tornillo usual o inverso. Ha¬ 
llemos la expresión para la curvatura geodésica de la curva. 

Tracemos por la curva y una superficie cilindrica de 
generatrices perpendiculares al plano a (fig. 41). Según 
el toorema do Meusnier, la curvatura k de la curva y 
en el punto P y la curvatura x do la curva y en el mismo 
punto están ligadas por la relación 

k eosd = x. 

donde d os el ángulo formado por las nórmalos principales 
a estas curvas. 

Sea r — r (s) la paran) etrización intlínsoca de la cur¬ 
va y, sean x y v los vectores unitarios de la tangente y de 
la normal principal a la curva y y sea njd vector unitario 
de la normal a la superficie. Entonces, r" = kv y x X n 
tiene la dirocción de la normal a la curva yen el punto P; 
por consiguiente, salvo el signo, 

x¿=/:cosú =(r°, r', n). 

Pasemos al caso de una pararoetrización arbitraria de la 
curva y. Tenemos 
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Introduciendo en la fórmula para x las expresiones halla¬ 
das para r', y r«, obtenemos 

*“ 7 ¿ 7 s < r '- n) - 

donde la derivación corresponde al parámetro t. 

Sea r=r (u, v) alguna parametmación regular de la 
superficie en un entorno del punto P y sean u ■= u (t ), 
i> = v (t) las ecuaciones de la curva y eu un entorno de este 
punto. Entonces, se tiene 

r(í)-f(tt(i). v(t)h 

r' =r u u' + r e v', 

r" — r uu u ' l +2 r uv uV 4- r oc v'* 4- r u u" + r P i>" = 

= (u" + A) r . + (»' + fí) r„ + Cn , 

donde 

i 4=r{ 1 M'*+2r¡^v+r^'*, 

r -= rj,u' i +2rj a «v 4 ry*. 

C = T.u '* + 2 Mu'o' -f 

Introduciendo las expresiones de r' y r'cn la fórmu¬ 
la para x. después de unos cálculos sencillos encontramos 

x - V ^ G - ~? - - (uV - »V -f -/?«'). 

T 


(Bu,'*+2PuV+0>' í ) 
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Puesto que las magnitudes l J ,', dependen sólo de los 
coeficientes de la primera forma cuadrática do la superfi¬ 
cie, resulta que la curvatura geodésica de una curva sobre 
la superficie se determina exclusivamente por la métrica de 
la superficie y , por consiguiente, no varia por efecto de do- 
blamiento de la superficie. 

Hallemos la fórmula para la curvatura geodésica de 
una curva en el caso en que la primera forma cuadrática es 

/ = di? + fíd*. 


El) esto caso, como liemos visto en el 5 1 del capítulo 
VIII, se tieno 


r¡, - 0. 
r¡,~0. 


r¡, - o. 

r « . < 

i G ’ 

r»-—4-0- r L — 

de dolido 

A--—^G u v'* y 
Por consiguiente, 

x —-——— (uV — v’u' — -i r C u v' > — 

(»• *+Ci-'*) Y 

“tt 1 "' — < r u ^ )• 


§ 2. Líneas geodésicas sobre una superficie 

Una curva sobre una superficio se denomina linea geo¬ 
désica si su curvatura geodésica es igual n cero en todo 
punto. 

Teorema. Para que la curva y sea una línea geodésica es 
necesario y suficiente que su normal principal coincida 
con la normal a la superficie en todo punto en que su curva¬ 
tura sea distinta de cero. 

Demostración. Según hornos demostrado en el parágrafo 
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anterior, Ja curvatura geodésica es 

tt >’ 

|r ,» 

donde r es el vector del punto de Ja curva y Ja diferencia¬ 
ción se realiza respecto al arco. Puesto que r" — k\, resulta 
que x = üsi, y sólo si, v || n cuando 4^ 0. 

Hemos demostrado el teorema. 

Corolario. Si dos superficies son tangentes a lo largo de 
una curva que es línea geodésica de una de ellas, también será 
linea geodésica de la otra 

Para obtener la ecuación diferencial do las líneas geo¬ 
désicas basta igualar a cení la curvatura geodésica. Es de¬ 
cir, la ecuación diferencial de las líneas geodésicas es 

uV — i>V + Av' — bu' = 0. 

La induterininación quo encierra esta ecuación (hay una 
ecuación y dos funciones incógnitas u (t) y v (l) so debo 
a que pueden tomarse distintas paiametmacioncs para 
la curva. 

Teorema. En una superficie regular, por iodo punto y en 
cualquier dirección puede trazarse una linea geodésica 
única. 

Demostración. Sea P (u 0 , v„) un punto arbitrario do la 
superficie y sea (u¿ : u') una dirección arbitraria en este 
punto. 

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales 
u"-M=-0 y v'+B** 0. 

Sea u = u (<) y v = v (<) la solución de este sistema 
que satisface las condiciones iniciales 

u (l 0 ) = u 0 . v (tj) = Do, (fo) = K y V (lo) = vi. 

Entonces la curva de la superficie definida por las ecua¬ 
ciones 

u = u (í), v = v (f) 
es una línea geodésica ya quo 

uV — v"u' -| -Av' — bu' — 0. 

Esta línea geodésica pasa por el punto (u„, v„) y tiene 
en el punto (u u , u 0 ) la dirección (ííj : v' u ). Demostremos 
que es única. 
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Supongamos que por el punió («„, v 0 ) sobre la superfi¬ 
cie pasan dos líneas geodésicas y y t que tienen en este 
punto la misma dirección (u e : y'). Supongamos, para 
concretar, que u'„ ¡¡é 0. Entonces, en un entorno del punto 
(u 0 , o a ) estas curvas pueden ser definidas por las ecuaciones 
respectivas 

v — y, («) y v = v t (u). 

La condición de igualdad a .cero de las curvaturas geo¬ 
désicas do las curvas y¡ y y. da 

— v', + Av\ — D -0, 

— v",+Av\ — fí = 0. 

Es decir, las funciones y, (u) y u, ( u ) satisfacen una 
misma ecuación diferencial con idénticas condiciones 
iniciales 

y,(u„)=Uo, y¡ («,) = -£. 

t>» (“•) = «'«. u\ (Uo) = 

De ello se deduce que v t (u) == v 2 (u), o sea, las cur¬ 
vas Yi y Ys coinciden en un entorno dei punto (u 0 , u„) 
y, por consiguiente, coincideu en general. 

Hemos demostrado el teorema-! 

Ejemplo. Las líneas geodésicas sobre la esfera son las 
circunferencias máximas, y sólo ellas. Efoctivameute, en 
virtud del primer teorema, cualquier circunferencia máxi¬ 
ma es una línea geodésica. Por todo punto y en cualquier 
dirección se puede trazar una circunferencia máxima y, 
por consiguiente, de acuerdo con el segundo teorema no hay 
otras líneas geodésicas que las circunferencias máximas. 


§ 3. Parametrización semigeodésica de una superficie 

Una parametrización de la superficie se denomina se¬ 
migeodésica si es ortogonal y una familia de las líneas 
coordenadas está formada por lineas geodésicas. 

Teorema. Sean y una curva sobre la superficie y P un 
punto de la misma. Entonces, en un entorno del punto P 
puede introducirse una parametrización semigeodésica de 
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modo que lina familia de líneas coordenadas esté formada por 
líneas geodésicas perpendiculares a y, y la otra, por trayec¬ 
torias ortogonales de éstas. 

Demostración. Sea (u, v) alguna parametrización de lo 
superficie. En un entorno del punto P la curva y puede 
representarse por la ecuación v = / («) o por la ecuación 
u =* / (w). Supongamos, para concretar, que y viene dada 
por la ecuación v = f (u). 

Consideremos en un entorno del punto P lo familia 
de curvos definidas por la ecuación 

o — / (u) = const. 

Sogún el teorema del § 2 del capítulo VI la superficie 
admite una parnmetrización ortogonal tal quo una familia 
de líneas coordenadas consta de las curvas v — f (u) = 
*■ const. 

De ello se deduce que, sin perder generalidad, podemos 
considerar la curva y como línea coordenada u — u„ 
(“o y v o son las coordenadas del punto P). 

Tracemos por un punto arbitrario (u 0 , 1) de la curva la 
geodésica y t perpendicular a y (fig. 42). Siendo t próximo 
a o 0 , esta geodésica puede ser dada por una ecuación 

v = v (u, t), 

donde v ( u , l) es una función que respecto a u satisface la 
ecuación de las líneas geodésicas 

—u" + Al/ — B = 0. 
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Del teorema sobre la diíorenciabilidad de las soluciones 
de ecuaciones diferenciales respecto a las condiciones ini¬ 
ciales so deduce que la función v («, íl es regular en t. 

Pueslo que t> (u 0 , t) = t, para | u — « 0 | pequeño se 
tiene 


Esto permito resolver respecto a l la ecuación v—i >(«, I) 
en un enlomo de P. Tendremos 
t = <p (u, v). 

Derivando respecto a ola igualdad v — v (u, t). obtenemos 
\ = v, («, t) í„, 

de donde 

|f» ¥= 0. 

Las ecuaciones <p (u, v) = t — const determinan las 
geodésicas Yi- Puesto que epí + epí # 0, existe por el teore¬ 
ma del § 2 del capitulo VI una paramelmación ortogonal 
de la superficie en uii entorno del punto P tal que una 
familia de lineas coordenadas consta de las curvas ip(u, v)= 
«= const-, o sea, de las líneas geodésicas y,. 

Hemos demostrado ol teorema. 

Veamos cuál es la primera forma cuadrática do la su¬ 
perficie s¡ la parametrizaclón es sem¡geodésica. 

Como la parainetmación es ortogonal, se tiene P = 0 
y, por consiguiente, 

I ~ E du* + O di*. 


Una familia do líneas coordenadas, por ejemplo, la 
familia v = const, se compone do lineas geodésicas.Introdu¬ 
ciendo v = const en la ecuación de las líneas geodésicas 

uV — i fu! + Av‘ — Bu' = 0, 


obtenemos 
de donde 


B = 0, 


r« LJk. — 0 

1 " 2 G ’• 


o sea, E no depende de v. 
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Por ser E independiente de t> se bace posible simpli¬ 
ficar la primera forma cuadrática introduciendo en lugar 
de u un parámetro nuevo u ligado a u por la relación 

du-—Y E (u) du. 

La primera forma cuadrática queda entonces así 

/ = dS*+Gdi>*. 

Para revelar el significado geométrico del parámetro u, 
basta señalar que la longitud del segmento de cualquier 
línea geodésica v = const comprendida entre las línoas 
ii = c, y u = c s no depende de v y es jgual a | c, — e 2 |. 

Introduciendo un nuevo parámetro v ligado a o por la 
relación do = VG (v, u 0 ) dv, puede lograrso que la pri¬ 
mera forma cuadrática de la superficie quede así 

/ = dii 2 -)-G (u, v)do l , 

coa la particularidad de que G “ 1 a lo largo de la línea 
“ = “o- 

Si la línea u = u 0 también es geodésica, de la ecua¬ 
ción do las líneas geodésicas se deduce que G u = 0 a lo 
largo de esta línea. 

S 4. Lincas de longitud minima sobre una superficie 

Una curva y que pertenece a la superficie y une los 
puntos P y Q se denomina linea de longitud mínima si 
ninguna otra línea que pertenece a la superficie y une los 
puntos P y Q tiene longitud menor quo la curva y. 

Teorema. Todo segmento suficientemente pequeño de una 
línea geodésica es línea de longitud mínima. Más exacta¬ 
mente, si y es una línea geodésica, P es un punto de la misma 
y R y S son puntos de la línea geodésica suficientemente 
próximos a P, entonces el segmento RS de la línea geodésica 
es línea de longitud mínima. 

Demostración. Tracemos por el punto P la línea geodé¬ 
sica y perpendicular a y y consideremos la red de coor¬ 
denadas semigeodésica tomando como familia do líneas u 
las líneas geodésicas perpendiculares a y. Escojamos los 
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parámetros u y i> do modo quo al punto P le correspondan 
los vnloros u = v = 0 y que el elemento lineal de la 
superficie seo 

/ = du* + G dtp. 

Supongamos que el segmento RS de la línea geodésica y 
no es línea de longitud mínima y que y es una curva quo 
pertenece a la superficie, une los puntos R y S y tiene 
longitud menor que el segmonlo RS de la línea geodési- 
ca y. 

Si los puntos R y S son suficientemente próximos 
a P, la curva y debe encontrarse dentro del entorno U P 
del punto P en el cual se ha definido la parainetrización 
sem¡geodésica u y v. Demostremos esto. 

Supongamos quo la distancia del punto Pala frontera 
del entorno U P es mayor que e > 0. Tomemos los puntos 
R y S a una distancio de P menor que (la distancia se 
toma a lo largo do la curva y). Sean y S t el primero 
y el último punto de intersección de y con la frontera de 
U P (fig. 43). 
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Tenemos 

PR + ^5?! > e y Ps + SÍ t > e, 

de donde 

PR + PS + RRi + SS l > 2e. 

Pero 

RR l + SSy< Pl{ + PS < e. 

y llegamos a una contradicción. De modo que la curva y 
se encuentra dentro del entorno V¡,. 

Sean 

u — u, (l ), i> = v (t) 

las ecuaciones de la curva y. Su longitud os 
18) _ (8) 

s(V)“ j ( |u'|d/>|u s -u s |. 

(8) A) 

Pero | u B — u s | es la longitud del segmento RS de lo 
línea geodésica y. Llegamos o una contradicción. 
Hemos demostrado el teorema. 

Ahora, una vez establecido que los trozos suficiente¬ 
mente pequeños do las lineas geodésicas representan lineas 
de longitud mínima, podemos obtoner la ecuación do las 
líneas geodésicos como ecuación de Euler para la funcional 

/ = V Eu ' 2 + 2Fu'v' + Gv' z dt, 

o sea, 

<&«—í-®i=o, <d„— 

donde 

® = / Eu'* + 2Fu'v' +Cv r *. 


§ 5. Teorema de Gauss —Bonnel 

En la superficie regular <I>, sea G uno región homeomor- 
fa al círculo y limitada por una curva y regular a trozos. 
Determinemos la dirección sobre la curva y de modo que 
la región G quede a la derecha cuando la curva so recorre 
en la dirección escogida sobre la cara de la superficie que 
corresponde a la normal n. 


13* 
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Designemos por x la curvatura geodésica^de la curva v 
en un punto arbitrario y por a„ a„ . . a n los ángulos 
que forman los lados y lt y it . . y n do la curva y en la 
región G (fig. 44). Tiene lugar el siguiente teorema. 

Teorema de Gauss—Bcarnet. 

j xd«+2 (« — «*) = 2n—j j K da, 
v* k a 

donde K es la curvatura gaussiana de la super/icie y la inte¬ 
gración en el segundo miembro de la igualdad corresponde al 
área de la región G. 

En particular, si y es una curva regular, se tieru 

f v. de =2n— ( j Kda. 
v tí 

Demostración. Para simplificar la exposición, suponga¬ 
mos que la curva y es regular y que en toda la región G 
puede introducirse una parametrización sem ¡geodésica de 
la superficie. 

Teniendo en cuenta la fórmula para la curvatura geodé¬ 
sica en coordenadas sem ¡geodésicas obtenida en el § 1, 


2 
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tenemos 


x ds- 


Vg 


{u'v+Gv’ 




rv'-v’u'-^GuV' 1 - 


-TT^-Í^*" 

= — d Arctg - v' (V~G)u dt. 


Puesto que la función Arctg w es multiforme y sus va¬ 
lores correspondientes a un mismo valor del argumento w 
difieren en un múltiplo de rt, se tiene 

f — d Arctg y^L^kn. 

Y 


donde k es un número entero. 

Ahora, según la fórmula de Groon — Ostrogradski, 

J — (/ñ) u du= J ^ (YG) tlU dudv = 
a" ' o 


Es decir, 

^ x da - kn -f J j —Kdo. 
v ‘o 


Resta encontrar cuánto vale el número entero k 

Tenemos 

kn = J —d Arctg ^jpr-. 

Y 

Si fueso G -1,1a magnitud kn representaría el ángulo 
de giro de la tangente a Ja curva y en el plano uv corres¬ 
pondiente a la curva y de la superficie, al recorrerse esta 
curva. Como se sabe, este ángulo es igual a 2 n. 

Puesto que el valor de la intogral 


j -¿Arctg (Xfu. d)>0) 
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depende continuamente de X (u, o) y es igual a 2n cuando 
X (u, u) = 1, será igual n 2n para cualquier función 
X {u. v) > 0 y, en particular, para X (u. v) = VG. 
Hemos demostrado completamente el teorema. 

Toda región de una superficie limitada por tres líneas 
geodésicas y liomeomorfa al círculo se denomina triángulo 
geodésico. 

Aplicado a un triángulo geodésico, el teorema de 
Gauss—Bonnet da 

a + P+Y=’ n + [ J Kdb, 

\ 

do donde se deduce que la suma de los ángulos de un trián- 
guio geodésico es mayor que n para toda superficie de curva¬ 
tura positiva, es menor que ji para superficies de curvatura 
negativa y es igual a n para superficies de curvatura nula. 

§ 6. Superficies de curvatura gaussiana constante 

Sen <P lina superficie de curvatura gaussiana constante 
K y sea P un punto arbitrario de esta superficie. Tomemos 
sobre la superficie U> en un entorno del punto P una parn- 
metrización somigeodésica partiendo de cualquier linea 
geodésica que pase por el punto P. La primera forma cua¬ 
drática de la superficie será 

/ -= diP + G di? 

pudiéndose aceptar que G (0, v) = 1 y G u (0. v) = 0. 

Puesto que la curvatura gaussiana de la superficio es 
constante e igual a K , el coeficiente G debe satisfacer la 
ecuación diferencial 

(Vg)„+k /g=o. (.) 

(En el caso de la parametrización semigeodésma de la su¬ 
perficie la curvatura gaussiana es K= —(1^GJu U (VG) _, 0 
Distinguiremos tres casos: 

1. K> 0. 

2. K < 0. 

3. K = 0. 
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En el primer caso la forma general de la expresión Y G 
que satisface la ecuac.iÓD (*) es 

VG — A ( v) cosVTu 4- B(u) senYXu. 

Puesto que G (0, v) = 1 y G u (l), i>) = 0, se tiene A (o) = 1 
y B (ti) = 0. Es decir, en el caso de K > 0 existe una pa- 
rametrización de la superficie para la cual la primera for¬ 
ma cuadrática es 

l = du* + <503*1/* U dv *. 

Análogamente, en el segundo caso la primera forma 
cuadrática es 

I = du'- + ch* V-K u dv 1 . 

Finalmente, en el tercer caso 
/ = du- 4 dv 1 . 

Teorema. Todas las super/lcies de curvatura gaussiana 
constante e igual a K son localmente isomélrieas. Es más, 
si <X>, y <X>o son superficies de curvatura gaussiana constante 
K, P¡ y P 2 puntos arbitrarios de estas superltclesy í, y l¡ unas 
direcciones arbitrarlas en estos puntos, entonces existe una 
aplicación isoméirica de un entorno del punto P¡ de la super¬ 
ficie O, sobre un entorno del punto 1* % de la superficie d> 2 
que pone en correspondencia a la dirección l, sobre lo super¬ 
ficie <!>, en el punto P¡ la dirección l 2 sobre la superficie <t> 2 
en el punto P t . 

Para demostrar oste teorema basta tomar en los ontor- 
nos de los puntos y P 2 sobre las superficies <D, y O;, 
unas parametrizacioncs semigeod¿sicas partiendo de las 
direcciones geodésicas Z, y Z 8 . Entonces, las primeras for¬ 
mas cuadráticas do las superficies coincidirán y la aplica¬ 
ción ísométrica requerida se obtendrá poniendo en corres¬ 
pondencia los puntos de coordenadas iguales. 

PRODI.BMAS V TEOREMAS PARA El. CAPITULO IX 

1. Mostrar quo la línea geodésica es una recta si es a la voz 
una línea asintótica. 

Mostrar que la línea geodésica es planu si os a la voz una línea 
de curvatura. 
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2. Sean y una línea geodésica y P un punto de la misma. De¬ 
mostrar que si un punto Q de la línea geodésica es suficientemente 

f iróximo a P. entonces el segmento PQ do la linea geodésica será 
ínea de longitud mínima entre todas las curvas rectificables (y no 
tan sólo suaves a trozos) que portenccen a la superficie y pasan por 
los puntos P y Q. 

Demostrar que ol segmento PQ de la linea geodésica y es la 
única linca de longitud mínima que pertenece a la superficie y une 
los puntos P y Q siempre que el punto Q sea suficientemente pró- 
ximo a P. 

3. Demostrar que para todo punto P de una superficie regular 
existe un entorno en el cual se puede introducir una parametriza- 
ción semigeodésica partiendo de cualquier línea geodésica que pase 
por el punto P. 

4. Basándose en los dos teoremas anteriores demostrar quB 
toda línea de longitud mfnima sobre una suporficie regular es una 
línea geodésica. 

5. Demostrar que ctialquiora que sea el entorno íl de un punto 
P de una suporficio rcgulur siempre puede indicarso en él un entor¬ 
no o) lal que dos puntos cualesquiera del entorno te se puedan unir 
por una linea de longitud mínima que pertenezca a O. 

fi. Demostrar que dos puntos cualesquiera do una superficie 
completa so pueden unir por una línea de longitud mínima. 

7. Probar quo la ecuación de las líneas geodésicas en el caso 
do la paromolrizacién semigeodésica (<fr* =■ du* ■+• G dtp) puedo 
ser representada on la forma 

da _ 9 Ye. 

dü = 9u 1 

donde a es el ángulo que la linea geodésica forma con las lineas 
r = const. 

8, Demostrar que si sobre una superficie se tione una curva y 
definida por las ecuaciones u = u (al. v v (al que experimenta 
una deformación transformándose en el momento t en la curva it = 
»= « (a) -f X (a) í, v = v (al -+- p (a) I. entonces la variación de 
la longitud do arce do la curva y determinada por esta deformación 
es 

a *-‘ 5 rf “ +o <' 4 >- 

y __________ 

donde <t>= \ r Eu' % + 2Pu'v' + Ge'* y O (<)’ representa la parte 
de As de orden fi como mínimo. 

Aplicando la integración por partes y suponiendo que los extre¬ 
mos do la curva y permanecen inmóviles durante la deformación, 
demostrar quo 



PROBLEMAS V TEOREMAS 


201 


9. Partiendo de que los trozos suficientemente pequoflos de 
líneas geodésicas son líneas do longitud mínima, probar que las 
ecuaciones de las líneas geodésicas puoden ser representadas en la 
forma 


gip _d_ / M>' 

Bu da \ Bu') 


= 0 |/ 


d®_ d_ 

Ov da 



donde ® = V Eu'* + 2Pu'a‘ + Gu ’ a . En particular, si 

<d=YíTg7* 7 


la ecuacióu do las líneas geodésicas será 

v\ + Gv'2 ~-h( vrÍGV- )~ n 


10, Probar quo las lineas geodésicas sobre una superficie de 
revolución puodon hallarse on cuadraturas. 

11. Probar que la ecuación de las lineas geodésicas para su¬ 
perficies de elemento lineal — «7 (u) -)- V (w)j-(du 1 + dv*) 
(ostas superficies se denominan superficies de í.louvllle) se reduco a la 
forma 


/ Udu* — Vdu 3 \ 

rf l )"°- 


Do olio so doduco rjuc los línoas geodésicas de estas superficies 
pueden hallarse en cuadraturas; a saber. 


í 


du 

Yü=-c = * 



+*i- 


12. Demostrar que las superficies de sogundo grado son super¬ 
ficies do Liouville. La red de coordenadas respecto a la cual el ele¬ 
mento lineal tieno la formo de* (U - f F) (du* + de») consto de 
líneas de curvatura (véase el problema 11 dol capitulo Vil). 

lo- Probar quo en un entorno do cualquier punto P do una 
superficie regular puedo introducirse una parametrización somigeo- 
riesica (u, v) con los propiedades siguientes: las línoas u son las 
lineas geodésicas que posau por ol punto P y las línoas v son las 
circunferencias geodésicas con centro en P. Si los parámetros so 
escogen de modo que u sea la distancia goodésica hasta P y v sea 
ol ángulo que forma la linea geodésica con una dirección fija on el 

F unto P , entonces el olomento lineal de la superficie toma la 
orma 


ds* = du’ + G di 3 . 


Si u-.- 0, se tiene Gs-0. (YG) u -* 1 y 
K (P) es la curvatura gaussiana en P. 


(V^)un 

V? 


K (P), donde 
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14. Sea I (r) la longitud de la circunferencia geodésica que tiene 
radio r y centro en el punto P. Demostrar que 

lfm 2 ”^ ,f r>— f*(P). 

donde K (P) os la curvatura gaussiana en el punto P. 

15. Probar que las ünoas geodésicas de la superficie de elemento 
lineal 

. , du s + di’ s + (udn— odu'p 
-(c + u. + n^- 

son a» -+- pt> + y = 0 (a. p y y son unas constantes!. 

IB. Probar que u = c,<p + c, (c, y c, son constan tosí satisface 
la ecuación 

-v*+^ n-S+iíüS.^.+^ü. r'^0. 

Tu Tu Tu 

17. Probar que ai la ecuación de líneaa geodésicas on coorde¬ 
nadas snmigeodésieas 

✓ + ®jLp'-0 


tiene integral de tipo t> = r,<p (u, «1 -+- c„ donde c, y c. son unas 
constantes arbitrarias, entonces G = U (u) V ln) y. por consi¬ 
guiente, la curvatura gaussiana de la superficie es constante a lo 
largo d« los lineas o. 

i 8 . Una aplicación de una superficie sobre otro so denomina 
geodésica si por efecto de ella las líneas geodésicas de una superficie 
corresponden a las lineas geodésicas de la otra. Del problema 15 
se deduce quo las superficies do curvatura gaussiona constante admi¬ 
ten una aplicación geodésica sobre el plano. 

Demostrar que sólo las superficies de curvatura gaussiana 
consta uto poseen esta propiodod (teorema de fltltraml). 

10. Sean A y fí dos puntos cercanos tomados en la línea geo¬ 
désico y que pasa en una proximidad del punto O de la superficie. 
Sor O el éngulo del triángulo goodésico AOR correspondiente al 
vértice O y sea a el ángulo respectivo del triángulo plano de estos 

mismos lados. Demostrar que ———= - 5 - K", donde o es el área 

o « 

del triángulo geodésico y K‘ difiere poco do la curvatura gaussiana 
de la superficie en el punto O siempre que el triángulo sea suficien¬ 
temente pequeño. 

20. Sea ó no triángulo goodésico que comprende el punto P 
de la superficie. Sean O,. O 0 y los ángulos de esto triángulo y 
a,, a, y a 3 los ángulos dol triángulo plano correspondiente (véase 
el probloma'anteriorl. Demostrar que los tres cocientes 


#1—ai 


ój—a 2 Ó3 —a 3 

o ’ <7 • y o 
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tienden al limite común y K (P) cuando el triángulo A tiende al 
punto P (teorema de Gnuss ). 

21. Las su porfíelos F, y P s so donominan superíteles de centros 
de la superítete F ai están formadas por los extremos do los segmen¬ 
tos de longitud y ^(í, y son las curvaturas principales do 

F) construidos en las normales a la superítelo F. Do un modo natu¬ 
ral se ostablece una correspondencia entre los puntos de los super¬ 
ficies F,, F t y F\ a saber, son correspondientes I 09 puntos do las 
superficies que se encuentran sobro una misma normal a la super¬ 
ficie F. Demostrar que a las líneas do curvatura do la superficie P 
les corresponden las lineas geodésicas de las superficies de centros. 
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Esto libro escrito por Serguci Godunov, Doctor en Ciencias Fisi¬ 
comatemáticas, contiene el curso completo do conferencias. La 
original selección del material se debe a que el autor durante muchos 
años estuvo dedicado al estudio de la aplicación de las ecuaciones 
diferenciales a la mecánica del modio continuo. Ha elaborado 
diferentes métodos numéricos destinados a resolver estas ecuacio¬ 
nes. El autor recopiló un material que ha llogado a ser clásico pora 
los especialistas, aunque no so encuentra con frecuencia en los 
libros de texto ni en las monografías accesibles a un amplio circulo 
do lectores. Este texto presen» interés tanto para los que estudian 
el curso do eouaciones de la física matemática, como para los que 
se especializan en la rama do la aplicación do los métodos numéri¬ 
cos en la resolución de estas ecuaciones. 



«MIR* PUBLICA: 


Taréev B. 

FISICA DE MATERIALES DIELECTRICOS 

Boríg Taléev, autor do más do 300 trabajos, es uno de los especia¬ 
listas más duatacados do lu URSS en la rama do los materiales 
dieléctricos, Doctor en Ciencias técnicas, Proíesor, Laureado con 
el premio Estatal de la URSS, personalidad emérila do las cion- 
cias y la técnica de RSFSM. En este libro se examinan: los leñé¬ 
monos físicos quo tienen lugar en los materiales eloclroaislantcs 
y otros dieléctricos bajo ta influencia del campo eléctrico (elec¬ 
troconductibilidad, polarización, pérdidas dieléctricas, perfora¬ 
ción, etc.); parámetros que determinan cuantitativamente las pro¬ 
piedades eléctricos de les materiales dieléctricos; la dependencia 
«le dichos parámetros de diferentes foctores (temperatura, humo- 
dad, radiación, valor y frecuencia do le tensión aplicada y tiempo 
de perumnoncia bajo ta tensión, etc.); las propledados físicas cornu- 
nos más importantes (térmicas, radiales, do humedad). El libro 
puede servir como maleriol didáctico para los estudíenles de facul¬ 
tados o institutos electrotécnicos, energéticos y radiotécnicos, para 
posgraduados y colaboradores científicos, así como material do 
información pura ingenieros y peritos técnicos que so dedican al 
estudio, cálculos, pruebas y explotación de los dieléctricos y los 
aislamientos eléctricos do diferentes máquinas y aparatos eléc¬ 
tricos. aisladores, condensadores, cables, aparatos de radioeleclrú¬ 
nica y sistemas autoiiiálicos, etc. 



